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STATE OF THE ART AND OUTLOOK FOR DEVELOPMENT  
OF HALL EFFECT SENSORS FOR ELECTRONIC DEVICES

The Hall effect plays a key role in the development of 
modern electronic and sensor technologies. This  physical 
phenomenon, which involves the emergence of an 
electric voltage perpendicular to the direction of current 
and magnetic field in a conductor, has a wide range of 
applications from macroscopic systems to quantum 
nanodevices. Due to its ability to provide highly accurate 
measurements of magnetic fields and changes in  material 
conductivity, the Hall effect is used in many fields of 
 science and technology, including the creation of sensors, 
magnetic data storage devices, identification systems, 
and in the study of fundamental physical phenomena at 
the micro- and nano-levels.

The relevance of researching the application of the 
Hall effect in various devices is driven by the need 
for further technological advancements to enhance 
the accuracy, sensitivity, and energy efficiency of 
electronic systems. In the context of rapidly increasing 
computational power and the miniaturization of electronic 
components, studying this effect on macro-, micro-, nano-
, and quantum scales is crucial for developing innovative 
solutions in modern technologies.

The aim of this work is to review and summarize 
current achievements and mathematical models applied 
to the Hall effect in sensor devices for various scales: 
from bulk to macroscopic and quantum, as well as to 
identify promising semiconductor materials and Hall 
sensor designs.

Hall Effects — History and Development
The ordinary Hall effect (OHE), discovered by Edwin 

Hall in 1879, is one of the fundamental phenomena in the 
physics of semiconductors and magnetism. This effect 
occurs when an electric current flows through a conductor 

The fast development of solid electronics is contingent on the fast development of sensor electronics, including Hall sensors for 
different applications. The objective of this paper is to review classical and modern approaches to designing Hall sensors from 
bulk structure to quantum dimensions. Practical applications, advantages and disadvantages of Hall sensors are presented. In 
order to establish a theoretical basis for the development of Hall sensors, the study presents an overview of the mathematical 
models for Hall effects in semiconductor materials. Based on the analysis of the presented mathematical models, the authors 
offer recommendations for selecting the optimal material for Hall sensors with the highest sensitivity. This paper concludes 
with the discussion of future prospects for the development of sensors based on the Hall effect.

Keywords: Hall sensors, Hall effect, semiconductor materials for Hall sensors.

(or semiconductor) in the presence of a perpendicular 
magnetic field. As a result, a transverse voltage, known as 
the Hall voltage, is created, which is perpendicular to both 
the direction of the current and the magnetic field [1].

When current passes through a conductor, free charge 
carriers (electrons or holes) move in the direction of 
the electric field. In the presence of a magnetic field, 
these charge carriers are deflected by the Lorentz 
force, leading to the accumulation of charges on one 
side of the conductor. This accumulation creates an 
additional electric field that opposes the Lorentz force. 
In equilibrium, the Hall voltage that develops across the 
conductor is proportional to the current, the magnetic 
field, and the nature of the charge carriers [2].

The anomalous Hall effect (AHE) differs from the 
ordinary Hall effect in that it arises not only due to the 
action of the magnetic field on the charge carriers in 
the conductor but also due to the internal structure of 
the material, particularly the spin of the electrons. This 
phenomenon depends on the spin polarization of the 
electrons and can be significantly stronger than the OHE 
in materials with a high degree of spin polarization [3].

The anomalous Hall effect was first observed in 
the 1880s by Edwin Herbert Hall, but its “anomalous” 
aspects became the subject of detailed study much later 
when physicists began to understand the role of quantum 
properties of materials, particularly electron spin. The 
modern understanding of the anomalous Hall effect is 
closely tied to the development of quantum mechanics 
and solid-state physics in the 20th century [4].

The aforementioned Hall effects were discovered and 
applied at the macro level, while other Hall effects were 
identified at the micro level many years later. Among 
these is the planar Hall effect (PHE), discovered in 

DOI: 10.15222/TKEA2024.3-4.03
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the 1960s. This variation of the traditional Hall effect 
is observed in thin films or two-dimensional materials 
when a magnetic field is applied parallel to the plane of 
the sample, rather than perpendicular as in the classical 
Hall effect. This phenomenon reveals the dependence 
of the electric field intensity on the direction of the 
magnetic field within the plane of the sample, unlike the 
usual Hall effect where the field intensity depends on the 
perpendicular magnetic field [5].

The planar Hall effect is closely related to the 
phenomenon of anisotropic magnetoresistance, where 
the material’s resistance changes depending on the 
angle between the magnetic field direction and the 
electric current direction. In many cases, the PHE can 
be enhanced or modulated through spin-dependent 
interactions in the material, making it significant for 
research in the field of spintronics [6].

Theoretically, the PHE can be explained by the 
dependence of charge carrier mobility on the magnetic 
field and the anisotropy of scattering in the material. 
These effects influence the distribution of charge carriers 
in the sample and induce a transverse field intensity 
similar to the classical Hall effect but with an additional 
dependence on the orientation of the magnetic field [7, 8].

In 1971, the foundations for the spin Hall effect 
(SHE) were laid. This quantum-mechanical phenomenon 
enables the generation of spin current in semiconductors 
and other materials without the use of external magnetic 
fields. Much later, in 2004, with the development of 
highly sensitive methods for measuring spin currents, 
the effect was confirmed experimentally. The SHE arises 
due to spin-orbit interaction in the material. When an 
electric current flows through the material, electrons 
with different spin orientations are deflected in opposite 
directions due to the interaction of their spins with the 
internal electric field of the crystal lattice. This deflection 
creates a redistribution of spins, leading to the emergence 
of a spin current perpendicular to the primary electric 
current [9].

There are two main types of the SHE: intrinsic and 
extrinsic. The intrinsic SHE arises directly from spin-
orbit interaction in the crystal lattice of the material. The 
efficiency of this process depends on the symmetry of the 
crystal and the electronic structure of the material. The 
extrinsic SHE is caused by the scattering of electrons on 
defects, impurity atoms, or interfaces. This effect depends 
on the interaction between the spins of the electrons and 
the atoms on which they scatter [10].

Later, in 1980, the integer quantum Hall effect 
(IQHE) was discovered — a quantum mechanical 
phenomenon observed in two-dimensional electron 
systems at low temperatures and under the influence of 
a strong magnetic field. IQHE is characterized by the 
quantization of transverse (Hall) resistance and zero 

longitudinal resistance. The effect was first observed by 
Klaus von Klitzing during experiments that demonstrated 
the quantization of Hall resistance with extraordinary 
precision, allowing IQHE to be used as a standard 
for measuring electrical resistance. The theoretical 
explanation of IQHE is based on the concept of Landau 
levels and quantum mechanics. In a strong magnetic 
field, electron orbits are quantized, forming Landau 
levels. Electrons fill these levels, and the Hall resistance 
becomes quantized [11, 12].

In 1982, the fractional quantum Hall effect (FQHE) 
was discovered — one of the most remarkable 
phenomena in condensed matter physics, observed in two-
dimensional electron systems at very low temperatures 
and under strong magnetic fields. Discovered by Daniel 
Tsui and Horst Störmer, this phenomenon demonstrates 
the quantization of Hall resistance not only at integer 
values, as in the IQHE, but also at fractional values.

Unlike IQHE, which can be directly explained 
through independent electrons, FQHE arises due to strong 
correlations between electrons, forming complex many-
body states. FQHE was first observed in experiments 
with two-dimensional electron gases in heterostructures 
based on gallium arsenide (GaAs) [13]. The discovery 
was made during the study of the integer quantum Hall 
effect when it was noticed that Hall resistance plateaus 
occurred at fractional fillings of Landau levels [14].

Although direct practical applications of the FQHE 
have not yet been found, research into this phenomenon 
deepens our understanding of quantum mechanics, 
quantum electrodynamics, and the potential for creating 
quantum computers based on qubits that utilize states 
characteristic of the FQHE.

The inverse spin Hall effect (ISHE) was first 
theoretically predicted in 1971. However, experimental 
confirmation of the ISHE was obtained much later, in 
2006, by the group led by Eiji Saitoh in Japan [15].

The ISHE is a fundamental phenomenon in spintronics, 
which allows the conversion of spin current back into 
charge current. This phenomenon is the reverse of the 
SHE, where an electrical current through spin-orbit 
interaction generates a spin current, separating electrons 
with different spin orientations to opposite edges of the 
sample [16, 17].

ISHE is crucial for the development of spintronics 
because it enables the electrical detection of spin currents 
without using ferromagnetic materials. This can be 
utilized in various devices such as spin transistors, spin 
logic devices, and sensors. Moreover, ISHE plays a key 
role in studying spin phenomena and developing new 
technologies for controlling spin states at the microscopic 
level. ISHE has been investigated in a variety of materials, 
including semiconductors, metals, and insulators. Recent 
research focuses on finding materials with a high spin 
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Hall angle to enhance conversion efficiency and develop 
high-performance spintronic devices [18, 19].

The quantum spin Hall effect (QSHE) is one of the 
key phenomena in modern condensed matter physics. 
QSHE is observed in so-called topological insulators — 
materials that behave as insulators in their bulk but have 
conductive edge states where electrons can move without 
energy loss. Electrons moving along different edges of 
the sample have opposite spin polarizations, allowing for 
the creation of spin currents without the use of external 
magnetic fields. QSHE can be viewed as a variant of the 
quantum Hall effect, but without the need for an external 
magnetic field [20].

The QSHE was theoretically predicted in 2005 
by physicists Charles Kane and Eugene Mele, who 
developed a model describing this phenomenon in 
graphene. The first experimental observation of QSHE 
was made in 2007 in mercury telluride (HgTe) based 
heterostructures [21].

Theoretically, QSHE is explained by the presence 
of unusual topology in the electronic bands of the 
material, leading to the formation of edge states that 
are topologically protected. These edge states cannot 
be localized or scattered by ordinary defects or 
inhomogeneities in the material, making them ideal for 
dissipationless electron transport [22].

The Bernevig – Hughes – Zhang model is one of 
the main theoretical models describing QSHE. It was 
developed for a system based on HgTe/CdTe quantum 
wells and shows how quantum wells with band inversion 
can lead to the emergence of edge states exhibiting 
QSHE [23].

The quantum anomalous Hall effect (QAHE) 
combines the QHE and the AHE without the need for an 
external magnetic field. The QAHE is characterized by 
a quantized value of the transverse electrical resistance 
in the absolute absence of an external magnetic field, 
resulting from internal magnetic orientation and strong 
spin-orbit interaction in the material. The first theoretical 
prediction of the QAHE was made in the 1980s, but 

experimental observation was achieved only in 2013 in 
systems based on thin films of Cr-doped (Bi,Sb)2Te3, 
which are topological insulators [24].

The valley Hall effect (VHE) is a phenomenon 
in solid-state physics that occurs in two-dimensional 
materials with hexagonal symmetry, such as graphene 
and transition metal dichalcogenides (TMDCs). The 
VHE is characterized by the separation of charge 
carriers belonging to different valleys of the energy 
spectrum along opposite edges of the sample under the 
influence of an electric field, without the application of 
an external magnetic field. The VHE was theoretically 
predicted and later experimentally observed in various 
two-dimensional materials. One of the first materials 
where the VHE was observed was graphene, followed 
by similar effects being found in TMDCs such as MoS2, 
WSe2, and others [25].

The photo-induced Hall effect (PIHE) is a 
phenomenon where optical illumination of a material 
leads to the emergence or modification of the Hall effect. 
This phenomenon demonstrates how light can influence 
the electronic properties of materials, particularly their 
ability to conduct electric current in the presence of a 
magnetic field [26].

Under the influence of light, charge carriers (electrons 
and holes) can be generated in the material, altering 
the distribution of electrons across energy levels and 
affecting electronic conductivity. Optical radiation can 
change the characteristics of the Hall effect in a material, 
such as increasing or decreasing the Hall resistance [27] 
or even affecting the magnetic properties of the material 
[28]. PIHE offers the possibility to control the electronic 
properties of materials directly through radiation, which 
can be used in optoelectronics and quantum computing. 
PIHE has been investigated in various materials, 
including semiconductors [29], films [30], perovskites 
[31], and two-dimensional materials [32].

Fig. 1 shows the timeline of the discovery of Hall 
effects and Fig. 2 demonstrates the basic principles 
of Hall effects including power sources, magnetic 
inductance and Hall voltages.

Fig. 1. Timeline of discovery of Hall effects:
OHE — ordinary; AHE — anomalous; PHE — planar; SHE — spin; IQHE — integer quantum; FQHE — fractional quantum; 

ISHE — inverse spin; QSHE — quantum spin; QAHE — quantum anomalous; VHE — valley; PIHE — photo-induced
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Fig. 2. Overview of the basic principles of Hall effects:
VH — Hall voltage; IX, IS — electric current direction; B, BZ — magnetic field inductance direction; Fe — Lorentz’s force; 

E — electric field; MZ — spontaneous magnetization due to spin-orbit coupling 
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Integration of Hall Effects
Examining the application of Hall effects at macro-, 

micro-, and nanoscale levels reveals the growing 
interest researchers have in this field. Over the past 
seven decades, various Hall effect-based devices 
have been extensively studied. In addition to classical 
textbooks published several decades ago [33], which 
predominantly focus on the ordinary Hall effect, books 
and articles dedicated to quantum Hall effects — QHE 
[34 – 36] and QSHE [37] — have emerged in the early 
twenty-first century.

Following the attempts to incorporate the Hall effect 
into devices and circuits, several structured books [38, 
39], industrial handbooks [40], and review articles [41, 
42] have been published. In the 1990s and early 21st 
century, partial reviews in specific areas, such as the 
application of giant magnetoresistance in electrical 
current measurement [43], were conducted. However, 
those reviews were limited in scope, and the described 
devices are now outdated and have been replaced by 
digital solutions. Therefore, a modern review covering 
all areas is timely and relevant.

Evidence from previous publications indicates the 
utility of Hall effects in various applications. Among 
macro devices, one can find insulators, converters, 
circulators, phase detectors, and magnetometers. 
Several decades ago, Honeywell, a leader in the sensor 
industry, introduced specialized measuring devices [40]. 
These devices included Hall effect-based sensors for 
measuring flow velocity, current, temperature, pressure, 
speed, angle, revolutions per minute, position, and 
more. Applications include sensors for office machines, 
magnetic card readers, brushless DC motor sensors, 
piston position detectors, and others (Fig. 3).

Advantages and Disadvantages of Hall Sensors
Hall sensors are widely used in various industrial 

applications due to their ability to measure magnetic 
fields without direct contact. Here are some key 
advantages and disadvantages of Hall sensors.

Advantages
Non-contact measurement: Hall sensors measure 

magnetic fields without physical contact, which reduces 
wear and extends the sensor's lifespan.

Reliability: these sensors are generally reliable and 
durable, capable of operating in diverse environments 
without performance degradation.

Versatility: Hall sensors can be used in a wide range of 
applications, including speed detection, position sensing, 
and current measurement.

Galvanic isolation: they provide electrical isolation 
between the measurement circuit and the current, 
protecting against grounding potential differences and 
enhancing safety.

Cost-effectiveness: Hall sensors typically offer a 
good price-to-performance ratio and require minimal 
maintenance over their operational lifetime.

Disadvantages
Sensitivity to external magnetic fields: Hall sensors 

require relatively strong magnetic fields to operate, which 
can limit their sensitivity and accuracy in some applications. 
They may also be affected by external magnetic fields and 
electrical noise, leading to measurement errors. Sensitivity 
depends on sensor dimensions and material properties that 
requires different sensors for different applications (i.e. for 
weak and strong magnetic fields).

Fig. 3. Hall effects and their applications in electronic devices
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Frequency range: Hall sensors have a limited 
frequency range and can be more expensive compared to 
other types of sensors, such as those based on resistive, 
capacitive or inductive principles.

Need for external magnets: some types of Hall 
sensors require an external magnet to operate, which can 
complicate integration into existing systems.

Despite these limitations, the advantages of Hall 
sensors often outweigh their disadvantages, making them 
a preferred choice for various applications, including 
automotive, aerospace, and industrial sectors. Their 
ability to detect and measure magnetic fields without 
direct contact is crucial in applications where mechanical 
wear and environmental conditions might impact sensor 
performance.

Overview of Hall Effect Mathematical Models

Classical Hall Effect Model
A model that describes the ordinary Hall effect is 

shown in Fig. 2, a, where classical approach to the Hall 
effect is based on a well-known set of assumptions and 
equations. Let’s assume that free charge carriers in 
semiconductor (conductor) are in a state of equilibrium. 
The essence of the galvanomagnetic Hall effect can be 
explained as follows: if an electric current Ix is passed 
through a relatively long plate (where l>>d), made from a 
semiconductor, such as one with n-type conductivity, and 
the plate is placed in a magnetic field, then each electron 
moving inside the plate experiences a Lorentz force.

Assuming that the magnetic induction vector B is 
directed perpendicular to the plane of the plate, i.e., along 
the z-axis, the Lorentz force is given by

Fl = e0 vB,   (1)

where e0 — charge of an electron;
v — average velocity of charge carriers in the 

direction of the current Ix.

Under the influence of this force, electrons will be 
deflected toward one of the longitudinal edges of the 
plate, leading to an increase in their concentration at that 
edge and a decrease at the opposite edge. This results in 
a spatial separation of charges and the development of a 
potential difference between the edges, which gives rise 
to a transverse component of the electric field, known 
as the Hall field intensity. As a result, in addition to the 
Lorentz force, an electric interaction force begins to act 
on the electrons, which can be defined as

F2 = e0 Ey.      (2)

The accumulation of charges at the longitudinal edges 
of the plate will continue until the action of the Hall 
electric field on the charges is balanced by the Lorentz 
force. The equilibrium condition will be expressed as
Ey = vB.     (3)

Since the current Ix flowing through a rectangular 
plate of cross-sectional area b×d is related to the average 
drift velocity of the charge carriers by the following 
relation:

0

xIv
e nbd

=  ,   (4)

the expression for electric field Ey will be

0

x
y

IE B
e nbd

= .     (5)

From equation (5) it is now possible to get the Hall 
voltage: 

0

x h
h y

I B Re E b IB
e nd d

= = = ,  (6)

where Rh — Hall coefficient, which depends on the nature of 
the material of the sensing element, Rh = 1/e0n;

n — electron concentration per unit volume (if they 
are main charge carriers).

Hall coefficient Rh  usually can be experimentally 
measured by Van-der-Pauw method that allows to 
determine the electrical conductivity, resistivity, charge 
carrier concentration and the charge carrier mobility of 
materials (bulk and thin films) as well.

Magnetoresistance Hall Model
To describe this model, the Drude model is used. 

This approach allows for the assessment of the change 
in resistance of a sample and is also applied in cases 
where the scattering mechanism of carriers is unknown 
or not important [46]. The equation of motion for the 
momentum of a free carrier is

τ
d p p F
dt

=- +
  

,      (7)

where p  — momentum of each free carrier;
τ — mean free time of the carrier;

F


 — external force.

The velocity v  of free charge carriers in 3D material is 
ˆ ˆ ˆx y zv v x v y v z= + +


,   (8)

resulting electric field is

ˆ ˆx yE E x E y= +


,    (9)

magnetic field directed along z-axis is
ˆzB B z=


,       (10)

then equation (7) can be expressed as the equation of 
motion

1 ( )
τe

dm v q E v B
dt

æ ö÷ç + = + ´÷ç ÷çè ø

   ,  (11)

where me — effective mass of the free charge carrier;
q — charge of the carrier (positive for holes, negative 

for electrons).
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In the case of direct current along x-axis
1 ( )
τx e x x y z

dF m v q E v B
dt

æ ö÷ç= + = +÷ç ÷çè ø
.    (12)

In the stationary state equation (12) can describe the 
charges velocity behavior:

( ) τ ω τ
τ
e x x

x y z x c y
e

m v q Eq E v B v v
m

= +  = + ;  (13)

( )
τ

ω τ
τ
e y y

y x z y c y
e

m v q E
q E v B v v

m
= +  = - , (14)

where ωc — cyclotron frequency (in Hertz), which is 
defined as

ω z
c

e

qB
m

= .      (15)

For the stationary state and vy = 0 in the presence of 
a magnetic field, the resistance tensor ρ, electric field E 
and electric current j are defined thus:

(Ex, Ey) = [ρxx, ρxy, ρyx, ρyy] (jx, jy).   (16)

Equation (16) shows that magnetoresistance highly 
dependent on the isotropic properties of materials and 
the direction of the magnetic field.

Dynamic Magneto-Conductivity Model  
for Charge Carriers

In the case of a variable (oscillating) magnetic field, 
the model requires a new approach. In this case, the 
Drude model is combined with perturbation theory. The 
quantum Hall effect is only noticeable in strong magnetic 
fields; however, it is not considered in this particular 
model. In this instance, equation (11) is modified as 
follows:

( )e
d v vm q E v B
dt t

æ ö÷ç + = + ´÷ç ÷÷çè ø

  
,  (17)

where the value of the carrier velocity is

0
2

1 2ε εv v v v+= +
  

;   (18)

0
ε 1

v B

E
=



 ,   (19)

where ε — the term that defines the magnetic field perturba-
tion;

v1, v2 — the first and second terms that define the carrier 
velocity, respectively;

v0 — the term that is unrelated to the perturbation  
(expresses the carrier velocity without the appli-
cation of the magnetic field);

ε, ε2 — the first and second orders of the carrier velocity 
perturbation, respectively.

For the case of zero approximation ε0 (absence of 
magnetic field), equation (17) is

0 0
0e

d v v
m v qE

dt t
æ ö÷ç + =÷ç ÷÷çè ø

 
.  (20)

Assuming E


 is constant, we get 0 / 0dv dt =
 and 

0 μev E=
 

, where μe — effective mobility of free carriers.
For the current density J qnv=

    we can transform 
equation (20) thus:

2

0 0
τ σ

e

nqJ E E
m

= =


.   (21)

For the first-order approximation, equation (17) takes 
the following form:

1 1
e

d v vm qv B
dt t

æ ö÷ç + ´÷ç ÷÷çè ø

 


,   (22)

where ( ) ( )0 exp ωB t B i t= -
 

 and ( ) ( )1 10 exp ωv t v i t= -
 

.   
Then from equation (22) we can find the velocity 10v :   

2
0

10
μ
1
e E B

v
iwt
´

=
-

 
 .   (23)

Finally, equation (21) for current density 10J


 is defined 
through the tensor:

0 0
10

σ μ
1 ω

eB
J E

i t
= ´

-


 

.   (24)

The second-order approximation is defined in a 
similar manner. Thus, equations (17) – (24) show that the 
current density for a variable magnetic field is a complex 
value and must be taken into account in experimental 
measurements. Equations (1) – (24) are fundamental to 
the design of macro and micro Hall sensors and help to 
find the most suitable semiconductor materials.

Devices Based on the Hall Effect
Macro-Devices

Currently, there is a large number of devices and 
applications for the Hall effect, awaiting their classification. 
The devices are divided into three categories: macro-
sized (> 1 mm), micro-sized (> 1 µm), and nano-sized and 
quantum (< 100 nm). Let us first examine macro-devices, 
given that they were the first to emerge in this field.

PHE sensors are increasingly used in the biomedical 
field, particularly in magnetic biosensor platforms for 
detecting magnetically labeled biomolecules and cells. 
The advantages of PHE sensors, such as their ability to 
operate without external magnetic fields, make them 
suitable for portable and cost-effective on-site testing 
devices. For example, they have been used to detect beta-
amyloid biomarkers, a key factor in Alzheimer's disease 
research, where their high sensitivity and low noise 
level enable effective detection of low concentrations of 
biomarkers [48, 49].

High-resolution magnetometry is another important 
area where PHE sensors are used. Arrays of elliptical PHE 
sensors have been developed to achieve exceptionally 
low equivalent magnetic noise, making them ideal 
for detecting subtle variations in magnetic fields. This 
capability is crucial for applications requiring precise 
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magnetic field measurements, such as geological and 
archaeological research or specific types of industrial 
equipment monitoring [50].

PHE sensors are increasingly being explored for 
their applications in robotics, particularly in the fields 
of localization and tracking. These sensors are used 
in magnetic capsule endoscopy, where their ability to 
accurately track the position of capsules within the body 
is essential for diagnostic purposes. They are a vital 
component in the development of magnetic tracking 
systems that assist in precise navigation and manipulation 
of robots, especially in complex and constrained 
environments [51].

Micro-Devices
CMOS Hall effect sensors are widely used across 

various fields due to their versatility, integration 
capabilities, and cost-effectiveness. These sensors are 
typically used for current sensing, position detection, 
and non-contact switching. Their integration into CMOS 
technology ensures high performance with low energy 
consumption, making them particularly suitable for 
compact devices.

In the automotive industry, CMOS Hall effect sensors 
are used for position and speed measurements and 
are incorporated in systems such as anti-lock braking 
systems and engine synchronization. Such sensors are 
also notably used in consumer electronics, such as 
smartphones, for detecting magnetic fields and assisting 
in navigation [52, 53].

A notable example of this is the linear 3D Hall 
effect sensors from Texas Instruments designed for high 
integration with built-in angle computation capabilities. 
This integration simplifies system design by reducing 
the need for complex external processing, which in 
turn accelerates development time and enhances system 
performance, providing high sampling rates and low 
latency for real-time control [54].

The use of graphene Hall effect sensors is growing 
in various industries due to their unique properties, 
including ultra-high sensitivity and resistance to 
environmental factors such as radiation and temperature. 
These sensors are used in high-temperature power 
electronics, electric machines, and drives, particularly in 
the aerospace sector. Their ability to reliably operate at 
temperatures up to 230°C allows them to be integrated 
directly into machines or power modules, enhancing 
design flexibility and performance [55]. 

Nano- and Quantum Devices 
Nano-sized Hall effect sensors are being researched 

and utilized in several cutting-edge programs due to their 
high sensitivity and compact size. They are particularly 
important for the development of biomedical devices, 
where their ability to measure magnetic fields with high 
precision is crucial. These sensors are integrated into 
medical braces to monitor forces applied to the body, 

aiding in the treatment of musculoskeletal disorders. 
This approach not only helps understand the interaction 
between the device and human skin but also allows for 
the customization of medical treatments to improve 
patient outcomes [56].

Additionally, these nanoscale sensors play a key 
role in the development of next-generation electronic 
devices, leveraging their small size and sensitivity to 
enhance the functionality of compact systems. They 
are designed for integration into various electronic 
applications, including high-speed switches and sensor 
arrays, where traditional Hall sensors may be unsuitable 
due to size constraints [57].

While Hall effect sensors are well-known, there 
are less familiar components based on the same effect, 
such as amplifiers. Recently, a new nanoscale device 
component called HAND (Hall effect nano-device) 
has been developed and modeled. HAND is based on 
the well-known Hall effect and may enable circuits to 
operate at very high frequencies (tens of terahertz). 
Further precise analytical models have been developed 
to support the understanding of the device's functionality, 
including addressing specific phenomena such as heat 
transfer and the potential application of mega-magnets 
within integrated circuits. This new device, combining 
both the Hall effect and nanoscale dimensions, has the 
potential to revolutionize computation speeds in the 
world of microelectronics [58].

Material Selection for Hall Sensors
Choosing the right material for Hall sensors is crucial 

as it directly impacts their performance, sensitivity, 
durability, and suitability for specific applications.

The selected material should have good electrical 
conductivity to ensure effective charge carrier flow, 
which is vital for generating Hall voltage. High carrier 
mobility is desirable as it enhances the sensor’s sensitivity 
to magnetic fields. Stability under operating conditions 
such as temperature, humidity, and exposure to chemicals 
or radiation is essential for ensuring long-term reliability. 
Economic factors, such as the cost and availability of 
materials, also play a significant role in material selection, 
especially for industrial production.

Commonly used materials include:
silicon — the most prevalent material for Hall 

sensors due to its excellent semiconductor properties, 
wide availability, and well-established processing 
technologies. Silicon sensors can be easily integrated 
into various electronic circuits [59, 60];

indium antimonide (InSb) — known for its high 
electron mobility, making it very sensitive and suitable 
for precise Hall sensors. However, it is less common than 
silicon due to its high cost and more complex production 
process [61];

gallium arsenide (GaAs) — provides higher 
electron mobility than silicon and better stability 
at high frequencies and temperatures. It is used in 
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Parameters of some semiconductor materials

Semiconductor
Band 
gap,
еV

Effective mass Refractive 
index

Lattice 
constant.

nm

Mobility, 
2

410m
V s

-⋅
⋅

*
em *

hm μe μh

Silicon (Si) 1.11 0.98(||)
0.19(⊥ ⊥) 0.52 3.44 0.543 1350 480

Germanium (Ge) 0.67 1.58(||)
0.08(⊥ ⊥) 0.3 4 0.566 3900 1900

Selenium (Se) 1.74 — 0.12 5.56(||)
3.72(⊥ ⊥) — 1 —

Tellurium (Te) 0.32 0.038(⊥ ⊥) 0.26(||)
0.1(⊥ ⊥)

3.07(||)
2.68(⊥ ⊥) — 1100 —

Gallium Nitride 
(GaN) 3.5 0.2 — 2.4 a 0.318

c 0.516 150 —

Gallium Arsenide 
(GaAs) 1.43 0.07 0.5 3.4 0.5653 8600 400

Indium Antimonide 
(InSb) 0.17 0.0133 0.18 3.75 0.64787 76000 5000 

(78000)

Indium Arsenide 
(InAs) 0.36 0.028 0.33 3.42 0.6058 30000 240

Zinc Selenide (ZnSe) 2.58 0.17 — 2.89 0.5667 100 —

Cadmium Sulfide 
(CdS) 2.53 0.2 0.7(⊥ ⊥)

5(||) 2.5 a 0.4136
c 0.6713 210 —

Cadmium Selenide 
(CdSe) 1.74 0.13 2.5(||)

0.4(⊥ ⊥) — a 0.4299
c 0.701 500 —

Cadmium Telluride 
(CdTe) 1.5 0.11 0.35 2.75 0.6477 600 —

Mercury Selenide 
(HgSe) –0.15 0.045 — — 0.6085 5500 —

Mercury Telluride 
(HgTe) 0.14 0.029 0.3 3.7 0.642 22000 100 

(20000)

Indium Phosphide 
(InP) 1.28 0.07 0.4 3.37 0.586 4000 650

Graphene 0 0.01 — 2.6 2.46 200000 —

Zinc Oxide (ZnO) 3.37 0.24 — 2.0 4.6 200 —

CuInGaSe 1.04 — — 2.7 5.78 100 —

InGaAs 0.74 0.041 3.51 5.87 12000 ——
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applications requiring very high sensitivity and fast 
response times [62];

graphene — a new material in Hall sensor technology 
due to its exceptional electron mobility and sensitivity. 
It can operate over a wide temperature range and is 
highly resistant to environmental factors. Graphene-
based sensors are particularly promising for advanced 
applications in quantum and molecular electronics [63].

Materials such as aluminum gallium nitride (AlGaN) 
and indium phosphide (InP) are used in specialized 
applications where high performance is needed under 
extreme conditions. Integrating magnetic nanoparticles 
or quantum dots into traditional semiconductor matrices 
can enhance magnetic sensitivity and tuning capabilities 
of Hall sensors. Organic materials are being explored for 
wearable flexible sensors, thus opening new possibilities 
for medical electronics [64].

The parameters of semiconductors commonly used 
in various devices, as well as some photo-conductive 
semiconductors, are listed in Table 1.

The parameters of semiconductor materials presented 
in Table 1 and the Hall effect mathematical model show 
that the best decision to maximize sensor sensitivity is to 
apply thin semiconductor materials with a higher electron 
mobility μe and a lower hole mobility μh. While graphene 
is a highly promising material, the 2D electron gas 
behavior, which is common in the presence of quantum 
effects, must be taken into consideration.

Conclusions 
Analytical review of Hall effects has shown their 

extensive applications in a variety of sensor devices, 
ranging from macro to nano and quantum. Conducted 
theoretical research has shown, that simple miniaturization 
and the application of new materials alone will not satisfy 
all current and future demands. A promising solution 
would be to use different combinations of semiconductor 
materials and modify their parameters (conductivity, 
charge carrier concentration) by applying external 
irradiation (e.g. photo-induced Hall effect) or another 
form of influence.

A review of existing technological solutions has 
shown that the Hall effect has wide applications in 
macroscopic devices, such as magnetic sensors and 
measurement systems. These devices are key elements 
in various industries, including automotive, aerospace, 
identification, and energy.

Examining the use of the Hall effect at the micro- 
and nano-levels showed that this phenomenon serves 
here as the basis for the development of highly sensitive 
sensors capable of detecting extremely small changes in 
magnetic fields and electrical parameters of materials. It 
would be rather challenging to design a new, universal 
wide-range Hall sensor that can operate in both weak 
and strong magnetic fields, as well as being suitable 

for miniaturisation and integration into new electronic 
devices, such as smartphones and medical devices.

The prospects for applying the Hall effect in sensors 
for quantum devices, including quantum computing 
systems and sensors, were explored. The integration of 
the Hall effect into quantum systems can significantly 
improve the accuracy of measurements and the stability 
of calculations in quantum processors, which is critically 
important for the further development of quantum 
technologies.

These research findings are essential for future 
studies of the Hall sensor that operates under external 
light radiation aimed at improving its sensitivity and 
minimizing common disadvantages in comparison to 
other types of Hall sensors.
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СТАН ТА ПЕРСПЕКТИВИ РОЗВИТКУ СЕНСОРІВ ХОЛЛА 
ДЛЯ ЕЛЕКТРОННИХ ПРИЛАДІВ

Стрімкий розвиток твердотільної електроніки вимагає швидкого розвитку сенсорної електроніки, зокрема 
сенсорів Холла, для різних практичних застосувань. У статті наведено огляд класичних і сучасних підходів до 
проєктування сенсорів Холла різного масштабу — від макроскопічних систем до квантових нанопристроїв, їх 
практичне застосування, переваги та недоліки. Представлено також огляд математичних моделей ефектів Холла в 
напівпровідникових матеріалах, на основі аналізу яких надано рекомендації щодо вибору матеріалу для сенсора Холла 
із заданими параметрами чутливості до магнітного поля, а також визначено перспективні напрямки подальших 
досліджень і технологічних розробок на основі ефекту Холла.

Ключові слова: сенсори Холла, ефект Холла, напівпровідникові матеріали для сенсорів Холла.
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ДОСЛІДЖЕННЯ МОЖЛИВОСТІ ВИКОРИСТАННЯ 
МАТЕРІАЛІВ НА ОСНОВІ CdTeSe ДЛЯ ДЕТЕКТОРІВ 
ІОНІЗУЮЧИХ ВИПРОМІНЮВАНЬ

Кристали на основі CdTe з добавками Zn, Mn, Mg, 
Se розглядаються нині як матеріали для рентгенів-
ських і гамма-детекторів при кімнатній температу-
рі [1 – 6]. Коефіцієнт розподілу цинку в телуриді кад-
мію більший за одиницю (1,35), і CdZnTe характери-
зується відсутністю композиційної однорідності як у 
мікро-, так і у макромасштабі, а також наявністю ви-
соких концентрацій субзеренних границь (дислокацій-
них стінок) та вторинних фаз (домішки, збагачені телу-
ром). Коефіцієнт сегрегації елементів Mn і Mg в CdTe 
близький до 1, що робить ці два елементи більш рівно-
мірно розподіленими у злитку [7, 8]. Телурид кадмію 
і його сплав із селеном CdTeSe мають високий потен-
ціал для використання в оптоелектронних пристроях, 
зокрема й в детекторах радіації [1, 9]. Додавання Se до 
CdTe покращує такі електронні властивості матеріалу, 
як час життя нерівноважних носіїв заряду, електронна 
рухливість, а також дозволяє регулювати заборонену 
зону, що також робить його перспективним кандида-
том для застосування в детекторах і високоефектив-
них сонячних елементах [10, 11]. 

На робочі характеристики електронних прила-
дів значно впливає наявність структурних дефектів, 
які можуть визначати електрофізичні та детекторні 
вла стивості матеріалу. Одними з найпоширеніших де-
фектів структури в CdTe є вакансії кадмію VCd [12], 
телур на місці кадмію TeCd [13], вакансії телуру VTe 
[14], селен на місці кадмію SeCd [15]. Найбільш шкід-
ливими структурними дефектами для транспортних 
характеристик матеріалів на основі CdTe і CdTeSe 
можуть бути вакансії кадмію VCd

2– [12, 16], які значно 
зменшують час життя нерівноважних носіїв заряду τ 
та ефективність збору зарядів η. Для компенсації цих 
двократно заряджених акцепторних дефектів вводять 

Представлено результати кількісних досліджень впливу вмісту домішок та структурних дефектів на електрофізич-
ні та детекторні властивості CdTe0,9Se0,1 і CdTe0,95Se0,05, зокрема з додаванням Mn, Mg, Zn. Досліджено вплив дефек-
тів на питомий опір, концентрацію вільних носіїв заряду, рівень Фермі, час життя нерівноважних носіїв заряду та 
ефективність збору зарядів у детекторах випромінювань на основі CdTeSe:In при температурі 25°С. Встановлено 
залежності властивостей від вмісту домішок та вакансій кадмію та телуру. Розглянуто спосіб досягнення високо-
омного стану, характерного для матеріалу детекторної якості.

Ключові слова: CdTeSe, моделювання, детекторні властивості, електрофізичні властивості, дефекти структури, 
глибокі рівні.

легувальні домішки мілких донорів, наприклад In [6]. 
Будь-який напівпровідниковий матеріал детекторної 
якості повинен мати високий питомий опір, а саме 
ρ ≈ 1010 Ом∙см. Це значно ускладнює експеримен-
тальне дослідження впливу і-х енергетичних рівнів 
Ei в забороненій зоні, перерізу захоплювання нерів-
новажних носіїв заряду σi та концентрацій дефектів 
Ni на час життя нерівноважних електронів τn та ді-
рок τp, електронну рухливість μn, а також на ефектив-
ність збору зарядів детектора η та його питомий опір 
ρ. Експериментальні зразки матеріалів зазвичай міс-
тять домішки та дефекти у фіксованих концентраціях, 
що не дає можливості визначити їх місце в загальній 
картині зміни електрофізичних та детекторних влас-
тивостей. Кількісні дослідження параметрів ρ, μn τn 
τp та η за допомогою експериментально визначених 
величин Ei, σi, Ni дозволяють зрозуміти механізми 
зміни електрофізичних та детекторних властивостей 
матеріалів на основі CdTeSe залежно від параметрів 
домішок і дефектів, а також з’ясувати інтервали змін 
їхньої концентрації, в межах яких можна одержати 
напівпровідник детекторної якості. Додавання селе-
ну в CdTe [16], CdZnTe [17, 18], CdMnTe [3], CdMgTe 
[1] покращують властивості переносу вільних носі-
їв заряду. Для з’ясування механізмів впливу селену 
на електрофізичні та детекторні властивості цих ма-
теріалів модельні дослідження слід починати з най-
простішого з них — CdTeSe з відомим вмістом де-
фектів та їхніх характеристик. 

Метою цієї роботи було визначення методом 
комп’ютерного моделювання оптимального вмісту 
домішок і структурних дефектів, а також характеру їх 
впливу на електрофізичні та детекторні властиво сті 
CdTe(Mn, Mg, Zn)Se, виходячи з властивостей мате-
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ріалів CdTe0,9Se0,1 та CdTe0,05Se0,95, легованих індієм 
та експериментально досліджених у [16].

Використані моделі та матеріали
Для дослідження електрофізичних та детекторних 

властивостей матеріалів CdTeSe:In потрібно знати 
початковий склад його дефектів та домішок. Автори 
[16] ідентифікували точкові дефекти у вигляді рівнів 
енергії в межах забороненої зони кристала в двох ти-
пах детекторів на основі CdTeSe, вирощених у різних 
умовах. Ці рівні енергії, отримані експерименталь-
но, представлено в таблиці. Наведені там величини 
перерізу захоплювання σi нерівноважних носіїв заря-
ду рівнями дефектів визначалися у [16] за допомо-
гою методики DLTS (deep level transient spectroscopy) 
і при моделюванні викори стовувалися для всіх рів-
нів, за винятком електронної пастки EC – 0,87 еВ. Для 
неї була прийнята величина σi, отримана за резуль-
татами експериментальної методики TSC (thermally 
stimulated current), опублікованими, наприклад, у 
[19]. Дані для енергетичних рівнів, в тому числі роз-
міщених всередині забороненої зони, одержані за 
цією методикою для прямозонних напівпровідни-
ків, добре узгоджуються з відомою моделлю реком-
бінації Шоклі – Ріда, яка була застосована для обчис-
лення часу життя нерівноважних електронів та ді-
рок. Одержані величини τn та τp викори стовувались 
для визначення ефективності  збору зарядів детек-
торів η. Слід зауважити, що величини перерізу за-
хоплювання, визначені за допомогою DLTS, зазви-
чай на три-чотири порядки більші виміряних за ме-
тодикою TSC, тому обчислені з викори станням цих 
даних значення часу життя нерівноважних носіїв за-
ряду, а також ефективність збору зарядів η виходять 
значно менші. Представлені нижче залежності η від 
вмісту In, VCd і VTe розраховувалися з використан-
ням значень σi, одержаних за методикою DLTS для 
цих дефектів, що накладає додаткові обмеження на 
величину збору зарядів.

Застосовані фізичні моделі та їх апробація до-
кладно описані в [20]. Рівняння електронейтральнос-
ті складалося з урахуванням всіх домішок і дефектів, 

зареєстрованих експериментально у [16]. Це рівняння 
чисельно розв’язувалося відносно рівня Фермі F, по-
тім концентрації вільних електронів n та дірок p ви-
значалися у наближенні параболічних зон. Ширина 
забороненої зони EG в CdTe1–xSex залежно від вмісту 
Se досліджувалася у [9, 21], а в цій роботі розрахову-
валася згідно з результатами роботи [9] за формулою
EG = 1,511 – 0,539x, 
де x — вміст селену. 

Тоді, відповідно, для CdTe0,9Se0,1 отримаємо 
EG = 1,457 еВ, а для CdTe0,95Se0,05 — EG = 1,484 еВ 

Рухливість електронів μn розраховувалася в на-
ближенні часу релаксації імпульсу (тау-наближення) 
з урахуванням механізмів розсіювання на іонізованих 
та нейтральних центрах, оптичних, акустичних та 
п’єзоелектричних фононах. Рухливість дірок μp вва-
жалась незмінною і прирівнювалась до 70 см2/(В·с). 
Питому провідність розраховували за формулою 
enμn + epμp (e — заряд електрона), а питомий опір — 
як обернену до неї величину. Ефективність збору за-
рядів η детектора визначали за рівнянням Хехта [22, 
c. 489]. Автори [9] реєстрували максимальний збір 
зарядів у плоскому детекторі на основі CdTe0,9Se0,1 
з відстанню між електродами d = 1  мм і напруженіс-
тю електричного поля E = 250  В/см. У процесі моде-
лювання нами спочатку задавались такі ж самі пара-
метри, а потім d = 5 мм, E = 1000 В/см. Всі одержані 
залежності η від концентрації In були практично од-
наковими для обох випадків. 

Результати моделювання та їх обговорення
Як зазначалося вище, для ефективної реєстрації 

іонізуючих випромінювань детектором необхідно, 
щоб величина питомого опору ρ детекторного мате-
ріалу становила не менше 1010 Ом∙см. В роботі [16] 
було одержано два напівпровідникових матеріали: 
CdTe0,9Se0,1 з ρ = (4 – 5)∙108 Ом∙см та CdTe0,95Se0,05 
з ρ = (4 – 5)∙109 Ом∙см. Тобто навіть опору останньо-
го недостатньо для матеріалу детекторної якості. На 
думку авторів, вищий на один порядок питомий опір 
CdTe0,95Se0,05 пояснюється більшою концентрацією в 

Склад дефектів та домішок у CdTe0,9Se0,1 і CdTe0,95Se0,05 [16]

Концентрація Ni, см–3

Ei, eV σi, cм2 Природа дефекту
CdTe0,9Se0,1 CdTe0,95Se0,05

5·1012 – 1·1014 2·1012 – 2·1013 EC – 0,01 1,6·10–22 Легувальна домішка InCd

2∙1013 1∙1013 E C – 0,017 1,6·10–19 Міжвузловий, спричинений Cl, Al, Ni

2,5∙1013 1,25∙1013 EV + 0,14 5·10–17 A-центр, комплекс VCd
2– – Alміжвузл

2,7·1013 8,5∙1012 EV + 0,18 1·10–16 A-центр, комплекс VCd
2– – In

2·1013 3∙1012 EV + 0,35 1,6·10–14 Вакансія кадмію VCd
2– 

4·1013 9∙1012 EC – 0,87 5,6·10–12 Електронна пастка

7·1012 2∙1013 EV + 1,1 1·10–11 Вакансія телуру VTe
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ньому вакансій телуру, а також нижчою концентра-
цією A-центрів, VCd і глибокої електронної пастки 
0,87 еВ (див. таблицю). В роботі [16] одержали ма-
теріали з фіксованими концентраціями домішок та 
дефектів. Становить інтерес всесторонньо досліди-
ти поведінку ρ залежно від вмісту VTe, легувального 
In, A-центрів, глибокої пастки та VCd в широкому ін-
тервалі змін їх  вмісту. На рис. 1, 2 продемонстровано 
поведінку питомого опору залежно від концентрації 
індію, вакансій телуру та кадмію для обох матеріалів.

З рис. 1 можна побачити, що високоомний стан 
(109 Ом∙см) для CdTe0,9Se0,1 забезпечується у дуже 
вузькому діапазоні концентрації домішок індію та 
структурних дефектів — вакансій Cd і Te, тому оче-

видно, що на практиці технологічно важко “влучи-
ти” в нього, щоб отримати відповідний матеріал. 
Крім того, при моделюванні двовимірних залежно-
стей ρ(N(In)) при вмісті дефектів, наведеному в та-
блиці, максимальна величина питомого опору ρmax 
для CdTe0,9Se0,1 становила 2,3·109 Ом∙см, чого явно 
недостатньо для досягнення детекторної якості. 
Моделювання також показало, що зміна концентра-
ції мілких акцепторів A-центрів призводить лише до 
зсуву залежностей ρ[N(In), N(VCd), N(VTe)]. З іншого 
боку, збільшення вмісту неконтрольованої електрон-
ної пастки 0,87 еВ в CdTe0,9Se0,1 призводить не до 
зменшення питомого опору, як припускали автори 
[16], а навпаки — до деякого розширення високоом-

Рис. 1. Залежності десяткового логарифма питомого опору від вмісту індію та вакансій кадмію (а), а також індію 
та вакансій телуру (б) для CdTe0,9Se0,1
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Рис. 2. Залежності десяткового логарифма питомого опору від вмісту індію та вакансій кадмію (а), а також індію 
та вакансій телуру (б) для CdTe0,95Se0,05
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ної області. Аналогічна поведінка спостерігається й 
для матеріалу CdTe0,95Se0,05, в якому, однак, концен-
траційні діапазони високого питомого опору дещо 
ширші (рис. 2) попри те, що вміст згаданої електрон-
ної пастки менший. Максимальна величина ρmax для 
CdTe0,95Se0,05 досягає 5,3∙109 Ом∙см. У використовува-
ній моделі приймалося, що розподіл дефектів ідеаль-
но однорідний, а струми витоку відсутні, що є недо-
сяжним на практиці. Виходячи з такого аналізу, ста-
ють зрозумілими причини одержання матеріалів з не-
достатньо високими значеннями ρ. Для CdTe0,95Se0,05 
розміри високоомної області значно більші й величи-
на ρmax вища, тому його виміряний питомий опір був 
на порядок більший, ніж CdTe0,9Se0,1. Такий резуль-
тат розходиться з думкою авторів [16], які стверджу-
вали, що значення ρ ≈ 1010  Ом∙см не вдалося досягти 
через недостатню компенсацію A-центрів і вакансій 
кадмію. З рис. 1 і рис. 2 можна побачити, що в обох 
матеріалах ця компенсація домішкою In є повною й 
 охоплює області високоомного стану між низькоом-
ними областями з електронними та дірковими типа-
ми провідності. З рис. 1, б та рис. 2, б також видно, 
що збільшення вмісту вакансій телуру не впливає на 
високоомний стан обох матеріалів. 

Порівнюючи залежності на рис. 1 і рис. 2, мож-
на зробити висновок, що більш придатним мате-
ріа  лом для виготовлення детекторів є CdTe0,95Se0,05. 
Розглянемо його детекторні властивості. 

На рис. 3 показані графіки ефективності збору за-
рядів η залежно від вмісту легувального індію для різ-
них концентрацій вакансій телуру при концентраці-
ях решти домішок та дефектів, наведених у таблиці. 
З рисунка можна побачити, що при початкових кон-
центраціях дефектів, представлених у таблиці, ефек-
тивність збору зарядів досягає досить високого зна-

чення — 0,95. Зменшення максимального значення 
ефективності збору зарядів у рази (з 0,95 до 0,2) має 
місце лише після збільшення вмісту VTe на півто-
ра порядки (з 2∙1013 до 6∙1014). Зазначимо, що вели-
кі значення η для вихідного матеріалу одержані по-
при те, що переріз захоплення для рівня VTe визна-
чався за методикою DLTS. Це свідчить про високий 
рівень транс портних характеристик у CdTe0,95Se0,05. 

Загальновідомо (див., наприклад, [12, 20]), що ва-
кансії кадмію, які слугують пастками для нерівноваж-
них носіїв заряду в CdTe, помітно знижують збір за-
рядів через рекомбінацію носіїв на енергетичному 
рівні VCd. На рис. 4 представлено графіки ефектив-
ності збору зарядів залежно від вмісту легувального 
індію для різних концентрацій вакансій кадмію при 

Рис. 3. Залежність ефективності збору зарядів у  детекторі 
на основі CdTe0,95Se0,05 від рівня легування індієм 

за різної концентрації вакансій телуру (см–3):
1 — 2∙1013; 2— 4∙1013; 3 — 6∙1013; 4 — 8∙1013; 5 — 1∙1014; 
6 — 2∙1014; 7 — 3∙1014; 8 — 4∙1014; 9 — 5∙1014; 10 — 6∙1014
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концентраціях решти домішок та дефектів, наведе-
них у таблиці. 

З рис. 4, а видно, що у CdTe0,95Se0,05 збільшення 
вмісту вакансій кадмію не впливає на максимальну 
величину збору зарядів, а призводить лише до зсуву 
залежностей η(N(In)) в бік вищих концентрацій ін-
дію. На рис. 4, б наведено такі ж залежності, що і на 
рис. 4, а, тільки у діапазоні більш високих концен-
трацій індію та для більших концентрацій вакансій 
кадмію. З порівняння цих рисунків бачимо, що на-
віть суттєве збільшення вмісту VCd не призводить до 
зменшення ефективності збору зарядів. Присутній 
лише такий самий зсув залежностей η у бік біль-
ших значень вмісту індію, причому ширина графі-
ка залежності η(N(In)) залишається незмінною, і на 
висоті η = 0,5 складає приблизно 1,4∙1013 см–3. Тому 
при збільшенні концентрації вакансій кадмію завжди 
можна зберегти високий рівень η детектора, збільшу-
ючи приблизно так само вміст легувального індію. 

Таким чином, введення в матрицю CdTe невели-
кої кількості Se розв’язує відому проблему деграда-
ції детекторних властивостей цього матеріалу через 
рекомбінацію нерівноважних носіїв заряду на енер-
гетичних рівнях VCd. Щодо наявності вакансій телу-
ру в CdTeSe, то з рис. 3 бачимо, що при концентрації 
N(VTe) = 2∙1013 см–3, зафіксованій в експерименті [16], 
збір зарядів знаходиться на високому рівні. 

Єдиним недоліком досліджуваного матеріалу 
CdTe0,95Se0,05 є невелике зменшення ширини заборо-
неної зони EG порівняно з CdTe, а особливо з CdZnTe, 
що призводить до зменшення питомого опору і, як 
наслідок, до збільшення струмів витоку й електрон-
них шумів у амплітудних спектрах детекторів. Для 
усунення цієї проблеми необхідно вводити в матри-
цю CdTe0,95Se0,05 легувальні елементи, які збільшу-

ють EG в напівпровідникових сполуках на основі 
CdTe. Такими елементами можуть слугувати Mn [2, 
3], Mg [1, 5], Zn [23, 24]. CdMgTe має високий сту-
пінь кристалічності завдяки близьким параметрам ре-
шітки CdTe (0,648 нм) і MgTe (0,642 нм). Коефіцієнт 
сегрегації Mn і Mg у CdTe становить 1,0 порівняно з 
1,35 для Zn в CdTe, що є важливою перевагою перед 
CdZnTe для забезпечення однорідного розподілу Mn 
і Mg у CdTe по всьому об’єму злитка.

Для коректного вивчення поведінки питомо-
го опору після введення цих добавок у матрицю 
Cd0,95Te0,95Se0,05 необхідно мати експерименталь-
но отримані значення вмісту домішок та дефектів 
у такому матеріалі. Оскільки в роботі [16] не дослі-
джувались Cd1–xMnxTe0,95Se0,05, Cd1–xMgxTe0,95Se0,05 
та Cd1–xZnxTe0,95Se0,05, для приблизної оцінки елек-
трофізичних властивостей таких детекторних мате-
ріалів просто збільшимо ширину забороненої зони 
EG на 0,116 еВ порівняно з Cd0,95Te0,95Se0,05, тобто 
до 1,6  еВ при кімнатній температурі, що відповідає 
введенню, наприклад, марганцю та цинку у кількос-
ті, відповідно, 8,90 ат.% та 16,6 ат.% [25], а магнію 
приблизно 6,44 ат.% [8]. При цьому дно зони провід-
ності EC зміщується відносно енергетичних рівнів 
домішок і дефектів, а край валентної зони EV зали-
шається незмінним відносно них [26]. Таку сполуку 
позначимо через Cd1–xMexTe0,95Se0,05, де замість Me 
може бути Mn, Mg, Zn. 

Як було показано вище, питомий опір практич-
но не залежить від концентрації вакансій телуру, 
тому була розрахована його залежність від концен-
трацій легувального індію та вакансій кадмію. На 
рис. 5, а видно, що тепер можна досягти необхідної 
для одержання матеріалу детекторної якості величи-
ни ρ > 1010  Ом∙см. Для зменшення шумів в амплітуд-

Рис. 5. Залежності логарифма питомого опору (а) і концентрації вільних дірок p0 (б) від концентрацій індію та вакансій 
кадмію в діапазоні 2∙1012  ≤  N(In)  ≤  2∙1013 см–3; 1∙1012  ≤  N(VCd)  ≤  5∙1012

      
    lgρ

     11

      10

        9

         8

         7

          6

 N(In), 1013 см–3

1,6 
           1,2 
                       0,8 
                                    0,4  N

(V Cd
), 1

01
2 см

–3

                    5 
               4 
          3 
     2
1

а)

p0, см–3

  108

  107

   106

   105

    104

    103

     102

     101

      100
2,0    
           1,6 
                        1,2 
                                   0,8 
                                                 0,4

 N(In), 1013 см–3

б)

 N
(V Cd

), 1
01

2 см
–3

                    5 
               4 
          3 
     2
1



Технологія та конструювання в електронній апаратурі, 2024, № 3 – 420 ISSN 2225-5818 (Print)
ISSN 2309-9992 (Online)

6

СЕНСОЕЛЕКТРОНІКА

них спектрах звичайно застосовується детекторний 
матеріал з дірковою провідністю. На рис. 5, б пока-
зана залежність концентрації вільних дірок від вміс-
ту індію та вакансій кадмію. Після різкого стрибка 
концентрації дірок провідність стає дірковою. Таким 
чином, область з ρ ≥ 1010 Ом∙см має необхідну для де-
тектора діркову провідність. 

На рис. 6 продемонстровано поведінку рівня 
Фермі в таких же діапазонах зміни концентрацій In 
і VCd. Пологе плато в правій частині рисунка демон-
струє проходження рівня Фермі через середину за-
бороненої зони, тобто його відносно невелику ста-
білізацію в безпосередній близькості від рівня елек-
трон ної пастки EC – 0,87 (= – 0,116) еВ (див. таблицю), 
що відповідає високоомній області. Положення рів-
ня цієї пастки не змінилося відносно краю валентної 
зони при розширенні EG, а збільшилась відстань до 
дна зони провідності.

Якщо порівнювати залежності питомого опору 
(рис. 5, а), концентрації вільних носіїв заряду, зокре-
ма дірок p0 (рис. 5, б), і рівня Фермі (рис. 6) в одно-
му діапазоні змін концентрації акцепторних струк-
турних дефектів VCd та легувальної донорної доміш-
ки In, то можна побачити, що навіть невеликі зміни 
рівня Фермі (F ≈ 0,5 еВ) призводять до зміни величи-
ни p0 та ρ у кілька разів. Моделювання показало та-
кож, що збільшення вмісту всіх домішок та дефектів 
на один-два порядки, тобто зменшення чистоти ма-
теріалу, призводить до набагато більшої залежності 
положення рівня Фермі від співвідношення іонізова-
них акцепторних і донорних центрів, тобто ступеня 
компенсації матеріалу. Таким чином, при одержанні 
високочистих напівпровідникових сполук, виготов-
лених з високочистих компонентів, у нашому випад-
ку Cd, Te, Se, Mn тощо, набагато легше стабілізувати 

рівень Фермі всередині забороненої зони й досягти 
необхідного високоомного стану. 

Роль Se в сполуках на основі CdTe полягає у зни-
женні концентрації іонізованих глибоких рівнів, що 
було показано, наприклад, у [23, 27, 28]. З іншого 
боку, зменшення вмісту глибоких рівнів значно зву-
жує область високоомного стану [20]. Певно саме 
тому поведінка питомого опору на рис. 2 та рис. 5, а 
та рівня Фермі на рис. 6 демонструє помітний на-
хил залежностей величини ρ і F від концентрації ле-
гувального індію, що знижує ймовірність одержан-
ня необхідного високоомного стану. В [29] було по-
казано, що для вирівнювання такого нахилу та роз-
ширення високоомної області необхідно вводити до-
норну домішку з глибоким рівнем, розміщеним при-
близно на 0,08 еВ вище середини забороненої зони. 
При цьому ефективність збору зарядів знаходилась у 
межах 0,7 – 0,8 навіть попри те, що концентрація до-
мішок та дефектів у Cd0,92Mg0,08Te були значно ви-
щими: приблизно 1016 см–3. Тобто потрібні подаль-
ші дослідження та розроблення технологій одержан-
ня матеріалів Cd1–xMexTe1–ySey з додаванням донор-
них домішок, які вносять різні глибокі рівні у забо-
ронену зону.

Моделювання ефективності збору зарядів у де-
текторі на основі Cd1–xMexTe0,95Se0,05 показала при-
йнятну для детекторів поведінку η, схожу до наве-
дених на рис. 3 та рис. 4. Час життя нерівноважних 
носіїв заряду в діапазонах концентрацій In з висо-
ким рівнем збору заряду η досягає 7∙10–6 с для елек-
тронів та 1,5∙10–6 с для дірок. Добуток рухливос-
ті електронів на час життя дорівнює 5,7∙10–3 см2/В, 
що характеризує високі транспортні характерис-
тики матеріалу. У [9] для порівняння бувло одер-
жано CdTe0,9Se0,1:In, який мав µτ = 3,5∙10–3 см2/В. 
Досліджуваний в цій нашій роботі та у [16] матері-
ал одержували з високочистих компонентів: CdSe та 
CdTe чистотою 6N. Таким чином, необхідний детек-
торний матеріал Cd1–xMexTe0,95Se0,05 можна одержа-
ти, якщо викори стовувати вихідний Me чистотою не 
менше 6N, який не вноситиме додаткові центри розсі-
ювання та рекомбінації. Для досягнення великих зна-
чень η та µτ можна також розглядати добавку цинку 
в CdTeSe, хоча коефіцієнт сегрегації Zn в CdTe по-
мітно більший за одиницю (1,35), що може спричи-
няти виникнення неоднорідності CdZnTeSe та появу 
додаткових дефектів. При цьому вже були одержані 
матеріали детекторної якості з високим розрізненням 
основного піка в амплітудних спектрах [17] та вели-
кими значеннями µτ для електронів — 1,9∙10–3  см2/В 
і для дірок — 1,4∙10–4 см2/В [18]. Введення селену в 
CdZnTe практично зупиняє утворення міжзеренних 
сіток, регулює сегрегацію цинку у бік більш одно-
рідного складу та різко знижує концентрацію вклю-
чень телуру [30]. 

Подальші дослідження за допомогою моделю-
вання слід спрямувати на вивчення закономірностей 
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Рис. 6. Залежність рівня Фермі Cd1–xMexTe0,95Se0,05 від 
концентрації індію та вакансій кадмію
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зміни електрофізичних та детекторних властивостей 
Cd1–xMеxTe1–ySey (x > 0, y < 0,1) залежно від концен-
трації експериментально визначених фонових та ле-
гувальних мілких, а також глибоких донорних домі-
шок і дефектів структури. 

Висновки
Таким чином, дослідження показали, що дода-

вання кількох атомних процентів селену до висо-
кочистого матеріалу CdTe забезпечує високу ефек-
тивність збору зарядів (0,9 – 0,95) у виготовлених на 
його основі детекторах гамма- та рентгенівських ви-
промінювань. З відомих структурних дефектів у та-
ких детекторних матеріалах спостерігаються вакан-
сії телуру та кадмію. Збільшення вмісту вакансій те-
луру у п’ять разів викликає невелике зменшення мак-
симальної величини ефективності збору зарядів до 
ηmax ≈ 0,8, а підвищення не менш ніж на порядок не 
впливає на високоомний стан детекторного матері-
алу. Збільшення вмісту вакансій кадмію, шкідливих 
для досягнення детекторної якості переважної біль-
шості сполук на основі CdTe, не призводить до змен-
шення ηmax детектора. У високочистому матеріалі на 
основі CdTeSe з загальною концентрацією домішок 
та дефектів не вище 1013 см–3 можна одержати висо-
коомний стан з рівнем Фермі поблизу середини забо-
роненої зони та питомим опором ρ ≥ 1010 Ом∙см шля-
хом розширення забороненої зони завдяки введен-
ню в матрицю Zn, Mn, Mg чистотою не нижче 6N у 
кількості ≤ 10 ат.%. Для одержання таких напівпро-
відникових сполук і виробництва детекторів високої 
якості певні зусилля слід також направляти на розро-
блення технологій одержання СdMnTeSe, CdMgTeSe, 
CdZnTeSe, легованих глибокими донорами з рівнем 
енергії вище середини забороненої зони.
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The article describes the study of the properties of materials based on CdTe1–xSex suitable for X-ray and gamma radiation 
detectors. The purpose of the study was to determine by computer modeling the optimal content of impurities and structural 
defects and the nature of their influence on the electrophysical and detector properties of CdTe(Mn, Mg)Se, based on the 
properties of CdTe0.9Se0.1 and CdTe0.05Se0.95 doped with indium. The values of concentrations Ni, activation energies Ei, and 
capture cross sections of non-equilibrium charge carriers σi for i-th defects were used as input data for modeling. The author 
studied the influence of defects on the change in resistivity ρ, concentration of free electrons n0 and holes p0, Fermi level F, life 
time of non-equilibrium charge carriers τ and charge collection efficiency η of ionizing radiation detectors based on CdTeSe:In 
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in ρ, F, η, depending on the content of indium impurities, cadmium and tellurium vacancies were established. The method of 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ПАРАМЕТРІВ ТЛІЮЧОГО РОЗРЯДУ  
В КОАКСІАЛЬНІЙ СИСТЕМІ ЕЛЕКТРОДІВ  
З ТОНКИМ КАТОДОМ

Різноманітні газові розряди лежать в основі функ-
ціонування багатьох електронних і фотонних прила-
дів та іонно-плазмових технологій. Серед них най-
більш поширеним є тліючий розряд, що часто згаду-
ється в науково-технічній літературі [1 – 8], а розпо-
всюдженою моделлю розряду — модель з паралель-
ними дисковими електродами [4 – 6]. Проте деякі кон-
фігурації електродних систем, наприклад коаксіаль-
ні системи в довгих трубках малого діаметра, зали-
шаються недостатньо вивченими через їхню специ-
фіку. Поряд з тим, що багато трубчастих виробів по-
требують іонно-плазмового оброблення внутрішньої 
поверхні [3, 7, 8], дослідження таких систем усклад-
нене, особливо коли йдеться про внутрішню струк-
туру розряду, розподіл електричного поля, концен-
трації заряджених частинок тощо. 

Процеси, що відбуваються в плазмі, є досить 
складними та різноманітними, що робить експери-
ментальні дослідження достатньо високовартісними. 
Тому для вивчення плазми активно застосовується чи-
сельне моделювання, яке використовує всю множи-
ну аналітичних методів теоретичної фізики, зокрема 
вирішення так званих крайових задач.

Метою цієї роботи є створення та досліджен-
ня моделі тліючого розряду в довгій коаксіальній 
системі електродів малого діаметра при pd ≈ 2 Па∙м 
(p  — тиск робочого газу, d — відстань між електро-
дами), що відповідає правій частині мінімуму кри-
вої Пашена для запалювання розряду. Це дозволяє 
досягти мінімальних витрат енергії на підтримання 
розряду, а також мінімізує зіткнення іонів з молеку-
лами газу й втрати енергії під час цих зіткнень, за-
безпечуючи тим самим ефективний кінетичний вплив 
іонів на поверхню катода, що використовується в ба-
гатьох іонних технологіях.

Побудовано дрейфово-дифузійну модель тліючого розряду в коаксіальній системі з діелектричними кінцями електро-
дів при напрузі 800 В, температурі аргону 300 К, pd ≈ 2 Па∙м (p — тиск робочого газу, d — відстань між електрода-
ми). При моделюванні плазми враховувалися процеси іонізації, пружних зіткнень, перезаряджання іонів та вторинної 
емісії катода. Розраховано розподіл потенціалу, концентрацію заряджених частинок та електронний струм вздовж 
катода. Досліджено вплив опору баластного резистора і блокувальної ємності на параметри розряду.

Ключові слова: тліючий розряд, дифузійні моделі, моделювання плазми, коаксіальна система, електрод, тонкий  
катод.

Модель розрядної системи
Моделювання проводилося для коаксіаль-

ної циліндричної системи з зовнішнім анодом. 
Досліджувана розрядна система, модель якої зо-
бражено на рис. 1, мала такі розміри: радіус катода 
rc = 15 мкм; радіус анода rа = 5 мм; осьова довжина 
вздовж електродної системи L = 90 мм.

Розглядалася аргонова плазма за величини тиску 
p = 400 Па та температури T = 300 K. Напруга між ка-
тодом та анодом — постійна, величиною U = 800  В. 
Опір баластного резистора Rb змінювався в межах 
20 – 8000 кОм.

Для моделювання тліючого розряду був застосова-
ний гідродинамічний підхід у дрейфово-дифузійному 
наближенні з розвʼязанням рівнянь Больцмана, 
оскільки він є простішим у порівнянні з методами, 
що базуються на фізичній кінетиці з формуванням і 
розвʼязанням рівнянь Больцмана для цієї моделі. Як 

DOI: 10.15222/TKEA2024.3-4.24

Рис. 1. Модель розрядної системи
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показано в дослідженнях [1, 2, 9], цей підхід забез-
печує фізично коректні результати в межах задано-
го діапазону pd.

Густину електронів Гe обчислювали шляхом 
розвʼязування дрейф-дифузійного рівняння для гус-
тини електронів та їхньої середньої енергії, нехтую-
чи при цьому конвекцією електронів внаслідок руху 
рідини:

( )e e en R
t
¶

+⋅ =
¶

Γ ;   (1)

Гe = –neµeЕ – Dene,  (2)

де  — оператор Гамільтона;
ne, µe — концентрація та рухливість електронів;

E — напруженість електричного поля;
De — коефіцієнт дифузії електронів;
Re — швидкість генерації електронів внаслідок не-

пружних зіткнень.

Коефіцієнт дифузії електронів обчислюється че-
рез електронну рухливість з використанням співвід-
ношення
De = µeТe,   (3)

де Тe — температура електронів.
Для постійнострумових розрядів процеси, що 

відбуваються в області прикатодного падіння на-
пруги, точніше описуються при використанні кое -
фі цієнтів Таунсенда, а не коефіцієнтів швидкості 
[2]. Припустимо, що існує M реакцій, які спри-
яють зростанню або розпаду електронної густи-
ни, та P непружних електронно-нейтральних зі-
ткнень (загалом P >>M). Тоді швидкість генерації 
електронів Re та втрати енергії Rε задаються спів-
відношеннями

1

α
M

e j j n e
j

R x N
=

=å Γ ;   (4)

ε
1

α ε
P

j j n e j
j

R x N
=

= Då Γ ,   (5)

де xj — мольна частка частинок, що беруть участь у j-й 
реакції;

αj — коефіцієнт Таунсенда для j-ї реакції;
Nn — загальна щільність нейтральних частинок;
Δεj — втрати енергії при протіканні j-ї реакції.

Стосовно неелектронних частинок, то для зна-
ходження їх масової частки розвʼязується рівняння

ρ (ω ) ρ( )ω
t k k k kR¶

+ ⋅ =⋅ +
¶

u j ,   (6)

де jk — вектор дифузійного потоку;
Rk — вираз швидкості для k-ї частинки;
u — усереднений за масою вектор швидкості рідини;
ρ — просторова щільність заряду;

ωk — масова частка k-ї частинки.

Вектор дифузійного потоку визначається як

jk = ρωkVk,   (7)

де Vk — багатокомпонентна швидкість дифузії для 
k-ї частинки. 

Електростатичне поле обчислюється як

0ε ε ρ,r V-⋅  =    (8)
де ε0 — діелектрична проникність вакууму;

εr — відносна діелектрична проникність;
V — електричний потенціал.

Просторова щільність ρ обчислюється за фор-
мулою

1

ρ Z ,
N

k k e
k

q n n
=

æ ö÷ç ÷= -ç ÷ç ÷÷çè ø
å    (9)

де q — одиничний заряд;
Zk — заряд;
nk — концентрація електронів;
N — кількість частинок.

На відміну від HЧ-розрядів механізм підтримки 
такого розряду — випромінювання вторинних елек-
тронів з катода. При попаданні іона електрон із пев-
ною ймовірністю випромінюється з поверхні катода. 
Потім ці електрони прискорюються сильним елек-
тричним полем поблизу катода, де вони набувають 
достатньо енергії для ініціювання іонізації.

Втратами електронів на торцях електродної сис-
теми можна знехтувати через те, що її довжина зна-
чно більша за діаметр. Електрони емітуються като-
дом внаслідок іонно-електронної емісії (γ = 0,1), що 
призводить до граничної умови для потоку електронів
n∙Γe = γ (Γp∙n),    (10)
а потік енергії електронів розраховується як
n∙Γε = εpγ (Γp∙n),    (11)

де n — вектор зовнішньої нормалі;
Гε — густина енергії електронів;
Гp — вектор потоку іонів;
εp — середня енергія вторинних електронів.

Реакції під час зіткнень частинок

Реакція Тип реакції

e+Ar → e+Ar Пружне зіткнення електронів 
з  атомами

e+Ar ↔ e+Ar* Генерація та гасіння метастабільно-
го атома під дією удару електронів

e+Ar → 2e+Ar+ Іонізація атомів ударом електронів

e+Ar* → 2e+Ar+ Іонізація метастабільних атомів 
ударом електронів

Ar++Ar → Ar++Ar Пружне зіткнення іонів
Ar++Ar → Ar+Ar+ Резонансне перезарядження іонів

Ar*+Ar* →  
→ e+Ar+Ar+ Іонізація Пенінга

Ar*+Ar → Ar+Ar Гасіння метастабільних атомів
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Вибір аргону як робочого газу зумовлений мож-
ливістю використовувати мінімальну кількість ре-
акцій, що можуть бути зведені до 3 компонентів та  
7 формул, наведених в таблиці (Ar — атом аргону, 
Ar* — метастабільний збуджений стан атома арго-
ну, Ar+ — іон, e — електрон).

Аналіз результатів моделювання
В процесі моделювання режим існування розря-

ду встановлювався за допомогою баластного резис-
тора, величина опору Rb якого впливає на струм роз-
ряду та інші характеристики. Напруга розряду зна-
ходилась в межах 118 – 250 В. 

г)

Рис. 2. Розподіл концентрації електронів (1) та іонів (2), а також потенціалу (3) в міжелектродному проміжку 
за різного опору баластного резистора Rb

Рис. 3. Густина струму в міжелектродному проміжку за різного опору баластного резистора Rb 
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Розглянемо результати моделювання.
На рис. 2 показано розподіл потенціалу в між-

електродному проміжку (радіально між катодом і ано-
дом), при цьому на рис. 2, а, б — у випадку існування 
плазми, на рис. 2, в, г — за її відсутності. У всіх ви-
падках у формуванні кривої розподілу потенціалу в 
міжелектродному проміжку значну роль відіграє по-
зитивний просторовий заряд іонів. Відомо, що роз-
поділ потенціалу в коаксіальній системі (вакуумно-
му конденсаторі) характеризується сильною неодно-
рідністю, тобто напруженість електричного поля по-
руч з внутрішнім електродом малого діаметра суттє-
во перевищує напруженість поля біля зовнішнього 
електрода на відміну від постійної величини напру-
женості для плоскопаралельних електродів. Тобто у 
вакуумній коаксіальній та плоскій системах потен-
ціали розподіляються по-різному. 

В результаті моделювання було отримано дані, 
які вказують на те, що розряд при значеннях параме-
тра pd, характерних для правої частини області міні-
муму кривих Пашена, де починається зростання на-
пруги виникнення розряду, має всі ознаки типово-
го тлію чого розряду. Характер розподілу потенціа-
лу вказує на факт формування в міжелектродному 
проміжку біля катодного шару просторового заряду 
 іонів, де генеруються іони. 

Розподіл потенціалу має три частини: катодне 
падіння зі стрімким нарощуванням потенціалу, па-
діння в області негативного світіння зі слабим на-
ростанням та анодне падіння зі слабким спаданням. 

Таким чином створюються дві приелектродні облас-
ті з переважанням концентрації іонів. Зі збільшен-
ням густини струму збільшується область негатив-
ного світіння та концентрація заряджених части-
нок в цій області. 

Розподіл заряджених частинок навколо катода та 
радіальний розподіл потенціалу показує, що в плаз-
мовій моді плазма зосереджується в області макси-
муму концентрацій заряджених частинок, де відбу-
вається їх основна генерація та дифузія з подальшою 
деіонізацією на електродах. Важливо зазначити, що 
падіння потенціалу в прианодній області не заважає 
дифузійному руху іонів.

На рис. 3 показано розподіл густини електронно-
го струму в міжелектродному проміжку (радіально у 
проміжку від катода до анода). З наведених резуль-
татів видно, що домінантним параметром, який най-
сильніше впливає на параметри розряду, є густи-
на струму. Вона визначається при постійній напру-
зі джерела живлення номінальним значенням опору 
баластного резистора Rb, що обмежує струм.

На рис. 4 показано розподіл концентрації  іонів, 
електронів та потенціалу на поверхні катода. Кон-
центрація є нерівномірною вздовж поверхні, тобто 
змодельований у всіх варіантах розряд можна відне-
сти до нормального, оскільки емісія електронів від-
бувається не по всій площі катода.

Наявність істотного впливу схеми підключення 
джерела живлення та баластного резистора на про-
тікання тліючого розряду й, відповідно, на результа-

Рис. 4. Розподіл концентрації електронів (1) та іонів (2), а також потенціалу (3) вздовж поверхні катода за різного 
опору баластного  резистора Rb
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ти моделювання вказує на те, що номінальне значен-
ня Rb визначає не тільки власне густину струму, але 
й постійну часу системи тліючого розряду:

τ = Rb C,  (12)

де C — сукупна ємність, яка містить паразитну єм-
ність монтажу зовнішнього блокувального конден-
сатора. У роботі [10] його ємність вказана 1 пФ, 
у [11] — не визначено. У нашому ж випадку його єм-
ність набагато менша за дифузійну ємність плазми, 
що визначається сукупною кількістю зарядів в тілі 
розряду. Зазвичай самі електроди також виконують 
роль блокувального конденсатора, але у моделі, що 
розглядається, один з електродів має мізерну площу, 
тому й блокувальні властивості дуже малі. 

Слід зазначити, що хоча в експериментальному 
дослідженні [11] конденсатор не згадується, все одно 
зрозуміло, що роль такого конденсатора можуть ві-
дігравати паразитні ємності монтажу експерименту. 

Питання присутності сукупної ємності конденса-
тора є принциповим. В дослідженні [5] зазначається, 
що в процесі розв’язання диференційних рівнянь об-
раної моделі брався до уваги режим розряду. З іншо-
го боку, існують моделі [13, 14], що враховують по 
суті те ж саме, але з погляду виникнення коливань як 
частини процесу протікання розряду. Таким чином, 
стабільність системи розряду розглядається з точки 
зору частотних та фазових співвідношень. І вплив 
номінального значення опору баластного резисто-
ра Rb та блокувальної ємності може мати вирішаль-
не значення для стабільності розряду, що, власне, й 
підтверджується роботами [12, 13] і результатами на 
наведених вище рисунках. При найменшому з роз-
глянутих значень опору резистора Rb = 20 кОм спо-
стерігається найбільша густина струму та найбіль-
ша нестабільність розрахунку, що проявляється в іс-
тотних коливаннях середнього значення щільності 
струму при значенні баластного опору 20 кОм, отже 
найбільшою є і ймовірність виникнення ефектів, за-
значених в роботах [12, 13], а саме автоколивально-
го режиму в тліючому розряді. Але доведення тако-
го зв’язку потребує проведення окремого вивчення.

Висновки
Проведене дослідження показало, що розроблена 

дрейфово-дифузійна модель тліючого розряду у коак-
сіальній системі з тонким катодом дозволяє ефектив-
но моделювати розподіл потенціалу, концентрацію за-
ряджених частинок та щільність струму. Основним 
параметром у дослідженні було значення опору ба-
ластного резистора, що нормує струм джерела жив-
лення та одночасно є внутрішнім опором системи 
розряду. Певну нестабільність в структурі розряду 
виявлено при значенні опору резистора в діапазо-
ні від 20 до 100 кОм, що характерно, наприклад, для 
коливальних процесів генерації/рекомбінації іонів з 
неусталеним періодом.

Отримані результати можуть бути використані 
для оптимізації плазмових технологій обробки вну-
трішніх поверхонь металевих деталей малого діаме-
тра. Подальші дослідження мають бути спрямовані 
на вивчення впливу коливальних процесів і уточнен-
ня ролі блокувальної ємності у розрядній системі.
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STUDY OF GLOW DISCHARGE PARAMETERS IN A COAXIAL ELECTRODE 
SYSTEM WITH A THIN CATHODE
Various gas discharges are the basis of many electronic, photonic devices and ion-plasma technologies. Among them, the glow 
discharge is the most common and is often mentioned in the scientific and technical literature. In this study, we model a glow 
discharge in a cylindrical coaxial system with dielectric electrode ends in the hydrodynamic drift-diffusion approximation. 
The model parameters are: anode diameter 10 mm, cathode diameter 30 µm, voltage 800 V, temperature of the working argon 
gas 300 K, pd ≈ 2 Pa∙m (p — working gas pressure, d — distance between electrodes), which corresponds to the right side 
of the minimum area of the Paschen curve for discharge ignition. The reactions of ionization of atoms by electron impact, 
generation and quenching of metastable atoms, elastic collision of electrons with atoms and elastic collision of ions, resonant 
recharge of ions, Penning ionization, and secondary ion-electron emission of the cathode are taken into account. The potential 
distribution and concentration of charged particles in the interelectrode space are calculated within the framework of a self-
consistent problem, and the electron current density, concentration of charged particles, and potential along the cathode are 
presented. The effect of the ballast resistor Rb of the blocking capacity on the parameters and discharge mode is determined. 
The obtained results can be used in plasma technologies to modify the internal surfaces of metal, hollow, long parts with 
a small cross-sectional size.
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СТАРТОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ГРАВІТАЦІЙНИХ ТЕПЛОВИХ 
ТРУБ З РІЗЬБОВИМ ВИПАРНИКОМ

Основна концепція теплових труб вперше була за-
пропонована Гоглером у 1944 році [1]. Гравітаційні 
теплові труби (ГРТТ) є одним з видів теплових труб 
і являють собою двофазний теплопередавальний при-
стрій, який працює під дією гравітаційних сил без 
використання капілярних елементів для повернен-
ня сконденсованого теплоносія в зону випаровуван-
ня. Завдяки високій ефективності фазових перехо-
дів в ГРТТ здійснюється передача великих обсягів 
теплоти з відносно невеликою різницею температу-
ри вздовж теплової труби [2] та з низьким тепловим 
опором [3]. ГРТТ мають широкий спектр промисло-
вих застосувань, зокрема, в системах охолодження 
електронного обладнання [4], системах рекуперації 
[5, 6], сонячних водонагрівачах [7] тощо. Це поясню-
ється простотою їхньої конструкції, надійністю, ви-
сокою ефективністю та низькою вартістю.

Сьогодні дослідження ГРТТ зосереджені пере-
важно на аналізі теплових характеристик в стаціо-
нарному тепловому режимі роботи. В роботах [8, 9] 
досліджувалися характеристики та процеси в ГРТТ 
з різьбовим випарником при різних кутах нахилу. 
Показано ефективність роботи таких ГРТТ в систе-
мах охолодження електронних модулів, що працю-
ють в нахиленому положенні. У низці робіт в останні 
роки експериментально вивчався вплив коефіцієнта 
запов нення, теплового навантаження та модифікацій 
поверхні на ефективність ГРТТ. Автори [10] провели 
експериментальне дослідження сталевого термоси-
фона, щоб оцінити вплив співвідношення коефіцієн-
та заповнення, теплового потоку та температури охо-
лоджувальної рідини на його ефективність, яке пока-

Експериментально досліджено стартові теплові характеристики мідних гравітаційних теплових труб (ГРТТ) з 
різьбовим випарником, заповнених чотирма різними теплоносіями, які не замерзають при температурах до –30°С. 
Показано, що зміна кута нахилу ГРТТ не має значного впливу на температуру в зоні нагріву (максимальне коливання 
складало 5°C для метанолу). Вплив зміни температури навколишнього повітря (від –30°C до +40°C) є більш суттє-
вим. Максимальний час стабілізації температурного режиму (22 – 24 хв) отримано для теплової труби з метанолом 
при температурі повітря в камері –30°C, мінімальний (11 – 12 хв) — для ГРТТ з ізобутаном та н-пентаном при +40°C.

Ключові слова: теплообмін, теплова труба, низькотемпературний теплоносій, стартова характеристика, стаціо-
нарний тепловий режим, час стабілізації.

зало, що найвищі значення коефіцієнтів тепловідда-
чі досягаються для заповнення 35%. В роботах [11, 
12], де досліджувався вплив модифікацій поверхні 
на тепловий потік, а також зміни, які спостерігали-
ся внаслідок різних структурних форм та матеріалів, 
було встановлено, що найбільш ефективними є три-
кутні канавки за умов використання мідного корпусу. 
У [13] описано вплив модифікації поверхні на тепло-
ву ефективність у випарнику та конденсаторі плос-
ких ГРТТ з анодованою та звичайною поверхнею й 
показано, що тепловий опір ГРТТ з анодованою по-
верхнею на 12 – 18% нижче, ніж для зразка без оброб-
ки поверхні. Теплова ефективність ГРТТ з модифіко-
ваними поверхнями при різних кутах нахилу та рів-
нях вхідної потужності досліджувалася у [14], най-
більш ефективними виявилися ГРТТ, що працювали 
при куті нахилу 45 – 60° та потужно сті 200 – 250 Вт.

Очевидно, що модифікація поверхні, умови екс-
плуатації, робоче середовище та коефіцієнт запо-
внення суттєво впливають на теплову ефективність 
ГРТТ. Поряд з цим, дуже важливими з погляду на-
дійності роботи охолоджуваного за допомогою ГРТТ 
електронного обладнання є також характеристики те-
плових труб під час запуску та переходу до стаціо-
нарного теплового режиму роботи. Наприклад, авто-
ри [15, 16] виявили, що кут нахилу є одним із факто-
рів, що істотно впливають на стартові характеристи-
ки термосифона. Але якщо теплові параметри ГРТТ 
вже добре вивчені у різних аспектах, то стартові ха-
рактеристики залишаються малодослідженими через 
складність проведення експериментів. 

Метою цієї роботи є експериментальне дослі-
дження впливу орієнтації в просторі та температу-
ри охолоджувального повітря на стартові характе-

DOI: 10.15222/TKEA2024.3-4.30

________
Роботу виконано за підтримки Національного фонду до-
сліджень України (проєкт № 2023.04/0055)
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ристики мідних циліндричних ГРТТ з різьбовим ви-
парником, заповнених різними низькотемператур-
ними теплоносіями (метанол, фреон R141b, ізобу-
тан, н-пентан), при примусовому повітряному охо-
лодженні зони конденсації. 

Конструкція експериментальних  
зразків ГРТТ

Для проведення досліджень було створено чотири 
експериментальні зразки ГРТТ довжиною 260 мм та 
зовнішнім діаметром 12 мм з товщиною стінки 1 мм. 
На внутрішній стінці корпусу в зоні випаровуван-
ня (нагріву) ГРТТ на довжині 45 мм нарізано різь-
бу М11×0,5. Обидва кінці трубки завальцьовано. В 
гладкому завальцьованому кінці виконано отвір для 
приєднання заправної трубки зовнішнім діаметром 
2,5 мм з товщиною стінки 0,4 мм, яка була припаяна 
до корпусу високотемпературним припоєм ПСр-45 
(температура плавлення 665 – 730°C) із забезпечен-
ням вакуумної щільності. Крім того, інший заваль-
цьований кінець труби був пропаяний з метою змен-
шення ризику розгерметизації через потоншення ме-
талу та можливих дефектів, які могли виникнути в 
процесі вальцювання. 

Для проведення досліджень було обрано чотири 
найбільш перспективні, з огляду на умови можливо-
го використання ГРТТ, теплоносії, які не замерзають 
при зниженні температури навколишнього середови-
ща до –30°С, а саме: метанол, фреон R141b, ізобутан 
(фреон R600a) та н-пентан. Об’єм теплоносія для за-
правки становив 1,6 – 1,7 мл, що відповідає коефіці-
єнту заповнення внутрішнього об’єму зони нагріву 
на рівні 50 – 55%. На кожній ГРТТ було встановлено 
16 датчиків температури, з них п’ять в зоні нагріву, 
три в зоні транспорту та вісім в зоні охолодження. 

Робоча ділянка  
та експериментальна установка

Для проведення експериментальних досліджень 
була виготовлена робоча ділянка, загальний вигляд 
якої представлено на рис. 1. На кожну ГРТТ 1 вста-
новлювались імітатор теплового потоку 2 в зоні на-
гріву (ЗН) та радіатор 3 в зоні охолодження (ЗО). 
Імітатор теплового потоку 2 являв собою елек-
тричний нагрівач загальною тепловою потужністю 
200  Вт, який складався з двох частин та монтувався 
на ГРТТ. Для зменшення контактного теплового опо-
ру використовувалась теплопровідна паста КПТ-8. 

Теплота відводилася за допомогою радіатора, ви-
готовленого зі стандартного профілю, із загальною 
кількістю ребер 5 шт. висотою 20 мм, товщиною 
біля основи 2,4 мм та 1,2 мм при вершині. Для мон-
тажу ГРТТ в радіатор також використовувалась те-
плопровідна паста КПТ-8, фіксувалась вона за допо-
могою притискних планок 4. Для збільшення ефек-
тивно сті тепловідведення на ребра радіатора за до-
помогою стрижнів 5 монтувались два вентилятори 

Рис. 1. Загальний вигляд робочої ділянки:
1 — ГРТТ; 2 — імітатор теплового потоку; 3 — радіатор; 
4 — притискна планка; 5 — стрижень кріплення вентилято-

рів; 6 — вентилятори

12 3 5 4

6

а)

Рис. 2. Конструктивна схема експериментальної установ-
ки (а) та камера з розташованою всередині робочою ді-

лянкою з ГРТТ (б):
1 — ГРТТ; 2 — нагрівач; 3 — радіатор з вентиляторами; 4 — 
теплоізоляція; 5 — штатив; 6 — лабораторний блок живлен-
ня; 7 — комплекс модулів збору даних; 8 — ПК; 9 — канали 

для дротів; 10 — кліматична камера
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Gembird D40SM-12A 6, що забезпечували витрату 
повітря 3,08 CFM кожен.

Для проведення експериментальних досліджень 
впливу температури навколишнього середовища на 
стартові теплові характеристики ГРТТ було створено 
експериментальну установку (рис. 2) на базі низько-
температурної кліматичної камери MINI SUBZERO 
MC-71 компанії TABAI ESPEC CORP. Камера дозво-
ляє змінювати температуру її робочого простору в 
широкому діапазоні: від –70°C до +100°C та підтри-
мувати задану температуру з точністю ±1°C. 

Робочу ділянку розташовували всередині камери 
на штативі, який дозволяв встановлювати експери-
ментальний зразок ГРТТ під різними кутами нахи-
лу. Дроти датчиків температури та дроти живлення 
вентиляторів і нагрівача виводились назовні через ка-
нали для дротів в боковій стінці камери. Термопари 
під’єднувались до комплексу модулів збору даних 
ICP Con I-7018, які термостабілізувались за допо-
могою встановлених вентиляторів, щоб виключи-
ти вплив нагріву електроніки на внутрішні перетво-
рювачі сигналів термопар. Контроль значень темпе-
ратури відбувався в реальному часі на персональ-
ному комп’ютері (ПК) за допомогою програмного 
забезпечення EZ Data Logger. Модулі збору даних 
під’єднувалися до ПК за допомогою перетворювача 
інтерфейсів USB-RS485. 

Зміну та контроль підведеної потужності забезпе-
чував лабораторний блок живлення. Вентилятори при 
проведенні досліджень працювали при номінальних 
робочих режимах.

Методика проведення досліджень
Величина допустимої температури в зоні нагріву 

ГРТТ обиралася на рівні (120 ± 5)°С з огляду на те, що 
гранична температура корпусу електронних компо-
нентів (зокрема, світлодіодні модулі COB), для охо-
лодження яких планується використовувати анало-
гічні ГРТТ, в умовах експлуатації становить +100°С. 

Дослідження проводились для трьох значень 
температури всередині камери tК: –30, +20, +40 °С. 
Значення –30°C та +40°С визначені як граничні, а 
+20°С — як найбільш ймовірна температура нав-
колишнього середовища в умовах експлуатації.

Робоча ділянка з експериментальним зразком 
ГРТТ монтувалась на штатив під певним кутом на-
хилу ГРТТ до горизонту (15°, 60°, 90°), який контро-
лювався за допомогою електронного кутоміра. Потім 
встановлювалося задане значення температури пові-
тря в камері та на поверхні теплової труби, вмикався 
блок живлення й на нагрівач ГРТТ подавалась необ-
хідна теплова потужність. Вона становила 60 Вт для 
всіх серій експериментів, окрім випадку ГРТТ з ізо-
бутаном при температурі всередині камери +40°C, 
коли через виникнення кризових явищ тепловий по-
тік знижували до 50 Вт. Після встановлення стаціо-
нарного теплового режиму функціонування ГРТТ, 

який визначався за величиною температури, запису-
вались значення температури протягом певного пе-
ріоду, після чого вимикалось живлення імітатора те-
плового потоку. Стаціонарним вважався режим, коли 
зміна температури в місцях встановлення термопар 
не перевищувала 0,5°C за 10 хв. Після охолоджен-
ня експериментального зразка до температури пові-
тря всередині камери встановлювалось нове значен-
ня температури tК, і процес повторювався. Таким чи-
ном почергово проводились дослідження стартових 
теплових характеристик обраної ГРТТ, розташованої 
під одним кутом нахилу, при tК = –30; +20; +40 °С. По 
закінченню серії таких вимірювань кут нахилу змі-
нювали й проводили аналогічну серію експериментів. 

Після отримання масиву дискретних значень роз-
поділу температури по довжині ГРТТ у часі проводи-
ли їх осереднення по зонах теплової труби. За отри-
маними температурними та часовими даними були 
побудовані графічні залежності стартових характе-
ристик досліджених ГРТТ.

Результати досліджень та їх обговорення
Як було зазначено вище, досліджувались стартові 

теплові характеристики чотирьох зразків ГРТТ, за-
правлених, відповідно, метанолом, фреоном R141b, 
ізобутаном та н-пентаном в умовах підведення те-
плового потоку 60 Вт, крім випадку ГРТТ з ізобу-
таном при tК = +40°C, коли тепловий потік складав 
50 Вт.

На рис. 3 показано зміну у часі значень осередне-
ної температури зони нагріву tЗН експериментальних 
зразків ГРТТ, заправлених різними теплоносіями, для 
різних значень температури охолоджувального пові-
тря та орієнтації ГРТТ в просторі. Представлені ре-
зультати свідчать, що у стаціонарному режимі функ-
ціонування температура tЗН майже не залежить від 
орієнтації ГРТТ в просторі: максимальна різниця 
складала 5°C при tК = +40°C для ГРТТ з метанолом, 
розташованих під кутом нахилу 90° та 15° (нижчою 
була температура для вертикального положення).

Розглянемо стартові температурні характеристи-
ки досліджуваних зразків ГРТТ.

На графіку для ГРТТ з метанолом (рис. 3, а) при 
температурі –30°C та +20°C чітко видно момент “за-
пуску” (переходу від режиму випаровування до режи-
му кипіння), що проявляється як пік температури при-
близно в моменти 4:00 та 3:30 відповідно. При тем-
пературі +40°С такого піка немає, що можна поясни-
ти зміною теплофізичних властивостей теплоносія та 
тиску всередині ГРТТ. Загалом видно, що на час вихо-
ду на стаціонарний режим функціонування майже не 
впливає орієнтація ГРТТ в просторі, проте чітко спо-
стерігається його залежність від температури навко-
лишнього середовища. Так, при tК = +40°C час стабі-
лізації становить близько 12 – 14 хв, при tК = +20°C це 
вже 17 – 18 хв, а при tК = –30°C — 22 – 24 хв. Тобто, зі 
зниженням температури охолоджувального повітря 
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Рис. 3. Зміна у часі значень осередненої температури 
зони нагріву в процесі виходу на стаціонарний режим 
функціонування ГРТТ з метанолом (а),  фреоном R141b 
(б), ізобутаном (в) та н-пентаном (г) при різних значен-
нях температури навколишнього повітря та кутів нахилу  

(....... 15°; - - - - 60°; ____ 90°)

tЗН, °С
80
60
40
20
0

–20
–40

00:00      05:00       10:00        15:00       20:00   τ, хв:с

+40°С

+20°С

–30°С

в)

від +40°C до –30°C час виходу ГРТТ на робочий ре-
жим збільшується майже вдвічі. 

Аналогічна картина спостерігається для ГРТТ з 
фреоном R141b (рис. 3, б), але величина піків темпе-
ратури tЗН тут дещо нижча (перегрів становить близь-
ко 4°C при tК = +20°C, тоді як для метанолу — близь-
ко 11°C), а час виходу на стаціонарний тепловий ре-
жим становить 11 – 12 хв при температурі повітря в 
камері +40°C та +20°C та 15 – 17 хв при tК = –30°C. 
Слід зазначити, що основна зміна значень температу-
ри в контрольних точках відбувається протягом пер-
ших 6 – 7 хвилин у всіх випадках.

Для ГРТТ з ізобутаном та н-пентаном (рис. 3, в, г) 
ситуація інша: тут відсутні ознаки переходу від режи-
му випаровування до режиму кипіння, температур-
ні криві мають гладку форму для додатних значень 
температури охолоджувального повітря. У випадку 
ж від’ємної температури, коли tК = –30°C, спостеріга-
ється лише перегин в точці запуску (більш чітко ви-
ражений для н-пентану). Характерний час виходу на 
стаціонарний тепловий режим в обох випадках ста-
новить 11 – 12 хв, який не залежить ані від значень 
температури охолоджувального повітря, ані від орі-
єнтації ГРТТ в просторі.

За результатами досліджень також було побудо-
вано графіки зміни в часі різниці значень температу-
ри у зонах нагріву та охолодження ΔtЗН–ЗО, які більш 
наглядно демонструють процеси, що відбуваються 
всередині ГРТТ, та характеризують ефективність її 
функціонування. 

З рис. 4, а видно, що різниця ΔtЗН–ЗО для ГРТТ з 
метанолом майже перестає змінюватися після 7 хв від 
моменту подачі теплового потоку, що вказує на ста-
білізацію процесів всередині ГРТТ. Як і на розгля-
нутих вище рисунках для температури в зоні нагрі-
ву, тут також чітко видно момент переходу від режи-
му випаровування до режиму кипіння ГРТТ. В ста-
ціонарному тепловому режимі сім з девʼяти графіків 
розташовуються щільно у проміжку значень ΔtЗН–ЗО 
від 13°C до 16°C, а ось для залежностей, отриманих 
при tК = –30°C і кутах нахилу 90° та 60° спостеріга-
ється явне відхилення величини ΔtЗН–ЗО в більшу сто-
рону. Враховуючи, що для кута нахилу 15° при цій 
температурі tК значення ΔtЗН–ЗО не відрізняються від 
загального тренду, можна припустити, що ця відмін-
ність пов’язана з процесами кипіння в зоні нагріву, 
а саме з ускладненим виходом пари крізь товщу те-
плоносія, що детально описано в [17]. 

За виключенням зазначених відмінностей, різни-
ця між температурами в зонах нагріву та охолоджен-
ня знаходиться в межах 13 – 16 °C для всіх значень 
температури навколишнього середовища та орієнта-
ції ГРТТ в просторі, що відповідає тепловому опору 
ГРТТ 0,22 – 0,27 °С/Вт. 
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Характер зміни в часі величини ΔtЗН–ЗО під час за-
пуску ГРТТ з фреоном R141b (рис. 4, б) дещо відріз-
няється. При від’ємному значенні температури пові-
тря tК = –30°C різниця ΔtЗН–ЗО для всіх кутів нахилу 
ГРТТ на 3 – 8 °C перевищує величини, отримані в умо-
вах додатних значень tК. Проте, як і у попередньому 
випадку, найменша різниця (21°C) спостерігається 
для кута нахилу ГРТТ 15°, а найвища (25°C) — для 
вертикальної орієнтації. Важливою відмінністю від 
ГРТТ з метанолом є те, що стабілізація значень різни-
ці температур відбувається швидше, протягом 5 – 6 хв 
від початку нагріву (залежно від температури навко-
лишнього середовища). Для додатних значень тем-
ператури охолоджувального повітря різниця ΔtЗН–ЗО 
знаходиться в межах 15 – 18 °C. Це вище, ніж у ГРТТ 
з метанолом, та вказує на меншу ефективність функ-
ціонування ГРТТ з фреоном 141b, тепловий опір якої 
становить 0,25 – 0,30 °С/Вт. 

Якісно іншою є картина для ГРТТ з ізобутаном. На 
відміну від температури в зоні нагріву (див. рис. 3, в), 
де видно лише початкову точку перегину, що свідчить 
про запуск ГРТТ, на графіку рис.  4, в для ΔtЗН–ЗО цей 
момент проявляється більш чітко. Крім того, для всіх 
значень температури навколишнього середовища тут 
досить помітна (на відміну від ГРТТ з фреоном R141b 
та метанолом) тенденція до зростання різниці тем-
ператур при збільшенні кута нахилу. Важливою від-
мінністю є також менший час стабілізації величини 
ΔtЗН–ЗО, який в цьому випадку становить 6 – 7 хв для 
температури навколишнього повітря –30°C та +20°C 
та 11 – 12 хв для +40°C. Різниця ΔtЗН–ЗО тут менша ніж 
у попередніх випадках і становить 12 – 16 °C (залеж-
но від умов), проте й значення теплового потоку тут 
також нижчі (50 Вт проти 60 Вт). 

Для ГРТТ з н-пентаном (рис. 4, г) якісно картина 
загалом схожа з ГРТТ з фреоном R141b, а саме відо-
кремленістю значень ΔtЗН–ЗО при від’ємних значен-
нях температури повітря та тривалістю стабілізації 
(5–6 хв). Проте величина ΔtЗН–ЗО не перевищує 23°C 
при tК = –30°C, а при додатних значеннях температу-
рах всередині камери ΔtЗН–ЗО для різних орієнтацій 
ГРТТ в просторі знаходиться в межах 12 – 16 °C, що 
відповідає тепловому опору 0,20 – 0,27 °С/Вт та вка-
зує на ліпші теплопередавальні характеристики ГРТТ 
з н-пентаном у порівнянні з фреоном R141b (тепло-
вий опір 0,25 – 0,30 °С/Вт).

Висновки
Таким чином, за результатами проведених дослі-

джень можна зробити такі висновки.
1. Н-пентан є оптимальним теплоносієм для ГРТТ 

з вхідним тепловим потоком на рівні 50 – 60 Вт в до-
сліджуваному діапазоні температури охолоджувально-
го повітря та орієнтації в просторі. ГРТТ з н-пентаном 
має гладкі криві запуску, найнижчі значення різниці 
між температурами зон нагріву та охолодження і міні-
мальний вплив орієнтації на температуру в зоні нагріву.

Рис. 4. Зміна у часі різниці значень температури у зонах 
нагріву та охолодження в процесі виходу на стаціонарний 
режим функціонування ГРТТ з метанолом (а),  фреоном 
R141b (б), ізобутаном (в) та н-пентаном (г) при різних зна-
ченнях температури навколишнього повітря та кутів нахи-
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2. Час виходу на стаціонарний тепловий режим 
роботи ГРТТ суттєво змінюється залежно від тем-
ператури навколишнього середовища. При темпера-
турі +40°C процес стабілізації для всіх теплоносіїв 
був найкоротшим (11 – 14 хв), тоді як при температу-
рі –30°C він тривав до 22 – 24 хв.

3. У ГРТТ з ізобутаном (фреон R600a) при тем-
пературі повітря +40°C збільшення теплового пото-
ку понад 50 Вт призводить до виникнення кризових 
явищ, що свідчить про можливі обмеження застосу-
вання ГРТТ з ізобутаном з коефіцієнтом заповнення 
50–55% в умовах високих температур. 

4. Вплив орієнтації ГРТТ у просторі на стартові 
та теплові характеристики був незначним у всіх роз-
глянутих випадках. Максимальна різниця між значен-
нями температури по тепловій трубі при зміні кута 
нахилу складала 5°C для ГРТТ з метанолом, що під-
тверджує високу стабільність функціонування ГРТТ 
незалежно від її просторового положення.

5. ГРТТ з н-пентаном та ізобутаном характеризу-
валися плавною зміною в часі температури в зоні на-
гріву, без чітко виражених піків переходу від режи-
му випаровування до режиму кипіння, що свідчить 
про їхні специфічні теплопередавальні характеристи-
ки порівняно з ГРТТ з метанолом та фреоном R141b.

6. Температурні піки при запуску були найбільш 
вираженими для ГРТТ з метанолом та фреоном R141b 
при температурах охолоджувального повітря –30°C 
та +20°C, що необхідно враховувати при застосуван-
ні ГРТТ в умовах низьких та помірних температур.
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START-UP CHARACTERISTICS OF GRAVITY HEAT PIPES  
WITH A THREADED EVAPORATOR

The authors experimentally study start-up characteristics of copper gravitational heat pipes with a threaded evaporator filled 
with four different heat transfer fluids — methanol, R141b refrigerant, isobutane (refrigerant R600a), and n-pentane — that 
do not freeze at temperatures as low as –30°C. The heat pipes were 260 mm long, had a diameter of 12 mm, a thread length in 
the evaporation zone of 45 mm, a thread pitch of 0.5 mm, and a fluid volume of 1.6 – 1.7 ml (filling ratio of 50 – 55%). It was 
shown that changing the inclination angle (15°, 60°, 90°) does not significantly affect the temperature in the heating zone of 
the heat pipe (maximum 5°C for methanol). More significant is the influence of the ambient air temperature (–30°C, +20°C 
and +40°C). The maximum thermal regime stabilization time (22 – 24 min) was observed in the heat pipe with methanol at an 
ambient temperature of –30°C, while the minimum stabilization time (11 – 12 min) was recorded for heat pipes with isobutane 
and n-pentane at an air temperature in the chamber of +40°C.
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ВПЛИВ ТЕМПЕРАТУРНИХ УМОВ ЕКСПЛУАТАЦІЇ 
СВІТЛОДІОДНИХ МОДУЛІВ НА ЇХНІ ЕЛЕКТРООПТИЧНІ 
ТА ЕКСПЛУАТАЦІЙНІ ПАРАМЕТРИ

Сучасні світлодіоди характеризуються високою 
енергоефективністю, що робить їх одними з най-
більш перспективних джерел світла в багатьох га-
лузях [1 – 3]. Світлодіоди часто об’єднують у світ-
лодіодні модулі, які є ключовими компонентами но-
вих освітлювальних систем, що забезпечують високу 
ефективність, стабільність і надійність роботи в різ-
них сферах застосування — від побутового до авто-
мобільного та промислового освітлення. Світлодіодні 
модулі складаються з одного або декількох світлоді-
одів [4, 5], розміщених на загальній підкладці з ін-
тегрованими елементами тепловідведення, а часто і 
з додатковими компонентами, такими як резистори, 
що обмежують струм, оптичні елементи та системи 
керування. Такий підхід дозволяє рівномірно розпо-
ділити тепло, покращуючи тепловий режим роботи 
світлодіодів, знижуючи ризик перегріву та збільшу-
ючи довговічність. Крім того, об’єднання світлодіо-
дів у модуль дозволяє ефективніше керувати розпо-
ділом світла та досягати оптимальних оптичних ха-
рактеристик. 

Світлодіодні модулі можна інтегрувати в різні кон-
струкції з покращеним тепловідведенням та оптимі-
зованими оптичними характеристиками. Вони мо-
жуть бути розроблені для специфічних застосувань, 
забезпечуючи потрібний рівень яскравості, колірної 
температури та напрямку світлового потоку [6, 7]. Це 
робить їх надзвичайно гнучкими для використання в 
різноманітних умовах та середовищах.

Однак ефективність та довговічність світлодіод-
них модулів значною мірою залежать від температур-

Розглянуто вплив наявності у світлодіодному модулі відмінностей між температурами окремих світлодіодів 
на світловий потік та термін його служби. Визначено, що при оцінці ефективності та довговічності світлоді-
одних модулів необхідно враховувати стандартне відхилення температури світлодіодів від середнього значення. 
Продемонстровано, що при стандартному відхиленні температури на 20°C відносне зниження світлового потоку 
модуля може становити близько 1%, а кожне підвищення градієнта температури на 10°C — зменшити термін його 
служби більше ніж у три рази.

Ключові слова: світлодіодні модулі, електрооптичні параметри, температурні умови, нерівномірність температу-
ри, світлова ефективність, термін служби, тепловідведення.

них умов експлуатації світлодіодів [8 – 10], які в них 
використовуються. Підвищена температура може не-
гативно впливати на електрооптичні параметри, такі 
як світловий потік та спектральні характеристики, а 
також прискорювати процеси деградації, що в них 
відбуваються [11 – 13]. При підвищеній температу-
рі ефективність світлового випромінювання світло-
діодів знижується через збільшення кількості безви-
промінювальних рекомбінацій, що зменшує кількість 
фотонів, які випромінюються. Температура впливає 
і на спектр випромінювання та може призвести до 
зміни корельованої кольорової температури світло-
діода, від якої залежить якість освітлення, крім того, 
це може бути вкрай небажаним у деяких застосуван-
нях, таких як, наприклад, медичне освітлення або ху-
дожнє підсвічування [14 – 16]. 

За дослідженнями, зокрема [17, 18], підвищення 
температури на кожні 10°С знижує термін служби 
світлодіодів у е (тобто приблизно у 2,7) раз. Це питан-
ня ще більше загострюється при неоднаковій темпе-
ратурі окремих світлодіодів у світлодіодному модулі 
освітлювального приладу. У такому випадку загаль-
ний термін служби світлодіодного модуля оцінюєть-
ся за температурою найбільш нагрітого світлодіода. 
Саме тому важливе не середнє значення температу-
ри всіх світлодіодів модуля, а температура найбільш 
нагрітого елементу, яка і визначає строк його служби. 

Метою цієї роботи є дослідження впливу наяв-
ності у світлодіодному модулі відмінностей між тем-
пературами окремих світлодіодів на їхні експлуата-
ційні та електрооптичні параметри в аспектах зни-
ження терміну служби, світлового потоку та світло-
вої ефективності.

DOI: 10.15222/TKEA2024.3-4.37

__________ 
Роботу виконано за підтримки Національного фонду до-
сліджень України в рамках грантового дослідницького  
проєкту №2022.01/0037.
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Залежність терміну служби світлодіодів  
та їхньої світлової ефективності  

від температури

Термін служби світлодіодів суттєво залежить від 
їхньої робочої температури. Її підвищення призво-
дить до прискорення деградаційних процесів у ма-
теріалах світлодіода, що скорочує термін його служ-
би. Ця залежність часто описується експоненційни-
ми або логарифмічними моделями, що базуються на 
фізичних принципах термічної активності.

Одним з поширених підходів для опису залежно-
сті терміну служби L від температури T є викори-
стання рівняння Арреніуса

a
0

0 е
eхр 1 1EL L

k T T

é ùæ ö÷çê ú÷- ç ÷ê úç ÷ç øêë
=

è û
+

ú
,  (1)

де L0 — термін служби при температурі T0;
Ea  — енергія активації процесу деградації;

k — константа Больцмана, k = 8,617·10−5 еВ/К;
Te — температура експлуатації.

Енергія активації деградації світлодіодів Ea відо-
бражає чутливість їхнього терміну служби до темпе-
ратури. Чим вище енергія активації, тим більшою мі-
рою температура впливає на тривалість служби світ-
лодіода. Значення енергії активації для світлодіодів 
видимого світла лежить в діапазоні від 0,6 еВ (чер-
воні) до близько 0,9 еВ (сині). Враховуючи, що білі 
світлодіоди побудовані на основі синіх з використан-
ням світлоконвертуючих матеріалів — люмінофорів, 
їхня енергія активації є подібною до синіх, але може 
бути трохи вищою через додаткові деградаційні про-
цеси у люмінофорі. 

Визначення абсолютного значення терміну служ-
би є досить складною експериментальною задачею, 
на вирішення якої виробники світлодіодів часто ви-
трачають сотні годин випробувань. Проте відношен-
ня терміну служби однотипних світлодіодів при екс-
плуатації за різної температури  відповідно до виразу 
(1) може бути описано простою залежністю  

a1

2 2 1

1 1eхр EL
L k T T

é ùæ ö÷çê ú÷- ç ÷ê úç ÷çè øêë û
= -

ú
,  (2)

де L1, L2 — термін служби світлодіодів за температу-
ри Т1, Т2 відповідно. 

Для кількісної оцінки впливу середньої темпера-
тури та відхилень від неї на ефективність світлодіод-
ного модуля можна використати залежність світлово-
го потоку Φ від температури. Зазвичай ця залежність 
описується лінійною або експоненційною функцією. 
Для спрощення використаємо лінійну залежність

Ф(T ) = Ф0 [1 − β(T − T0 )],   (3)

де Ф0 — світловий потік при температурі T0;

β  — температурний коефіцієнт зниження світлового по-
току;

T — робоча температура світлодіода.

Температурний коефіцієнт β зазвичай лежить в 
діа пазоні від 0,001 до 0,005 К−1 (що відповідає зни-
женню світлового потоку на 0,1 – 0,5% при підвищен-
ні температури на один градус).

Для модуля, який складається зі світлодіодів з 
різною температурою Ti, можна знайти їхню серед-
ню температуру Tav і відхилення від неї температури 
окремих світлодіодів: ΔTi = Ti – Tav. Якщо ці відхилен-
ня “симетричні”, загальний світловий потік залежить 
лише від середньої температури, і підвищення Tav 
зменшує світловий потік на величину, пропор ційну 
β(Tav – T0).

В умовах нерівномірного розподілу температури, 
коли температура деяких світлодіодів істотно вища 
або нижча за Tav , вплив цих відхилень стає суттє-
вим. Для кількісної його оцінки часто використову-
ють дисперсію σ2 або стандартне відхилення σ тем-
ператури. Проаналізувавши залежність (3) з вико-
ристанням розкладення в ряд Тейлора та відкинувши 
незначні члени, отримаємо залежність, яка дозволяє 
визначити можливий вплив відхилень температури 
на загальний світловий потік. Для певної середньої 
температури значення світлового потоку Ф відносно 
Ф0, розрахованого за залежністю (3) з врахуванням 
можливого зниження, пов’язаного з наявністю дис-
персії температури σ2, можна знайти як
Φrel = Ф/Ф0 ≈ 1 − β2σ2.   (4) 

Світлова ефективність η розраховується як відно-
шення світлового потоку до споживаної електричної 
потужності P:
η = Φ / P.   (5)

Оскільки загальна споживана потужність модуля 
при зростанні температури залишається незмінною 
(або навіть трохи збільшується), зниження світлово-
го потоку призводить до зменшення світлової ефек-
тивності світлодіодного модуля. Таким чином, нерів-
номірний розподіл температури, що спричинює зни-
ження світлового потоку окремих світлодіодів, нега-
тивно впливає на загальну світлову ефективність світ-
лодіодного модуля.

Вплив градієнта температури на термін служби 
світлодіодних модулів

У світлодіодному модулі джерела світла зазвичай 
використовуються світлодіоди одного типу, увімкнені 
послідовно, паралельно чи послідовно-паралельно, 
тому вихід одного з них призводить до необхідності 
заміни світлодіодного модуля в цілому, при тому що 
більшість світлодіодів залишаються придатними до 
подальшої експлуатації. 

Для порівняння терміну служби найменш та най-
більш нагрітих світлодіодів (L1 та L2 відповідно) вико-
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ристовувалася залежність (2). Моделювання викону-
валося для білих світлодіодів, побудованих на осно-
ві синіх, при цьому незначне підвищення енергії ак-
тивації в результаті наявності в них люмінофору не 
враховувалася. Відповідно, приймалося, що енергія 
активації дорівнює 0,9 еВ. На рис. 1 показано змо-
дельовану залежність співвідношення величин тер-
міну служби L1 / L2 найменш та найбільш нагрітих 
світлодіодів від різниці значень їхньої температури 
∆Т для трьох варіантів температури найбільш нагрі-
того світлодіода T1. 

З рис. 1 видно, що при значній різниці у темпера-
турі світлодіодів термін служби найменш нагрітих з 
них може бути значно більшим, ніж найбільш нагрі-
тих: для розглянутих випадків кожне підвищення ∆Т 
на 10°C знижує термін служби світлодіодів приблиз-
но у 3,12 раза. При цьому, чим менше T1, тим швид-
ше відбувається зростання L1, а значить, навіть неве-
лике значення ∆Т при низькій температурі експлуа-
тації може суттєво скоротити термін служби світло-
діода. Водночас слід зауважити, що це не є критич-
ним, оскільки термін служби світлодіодів при низь-
ких температурах є доволі великим (до 100 тис. го-
дин при T = 45°C). При підвищенні робочої темпера-
тури термін служби світлодіодів різко падає, що по-
требує особливої уваги при розробленні світлодіод-
них модулів, призначених для використання у кри-
тичних експлуатаційних умовах.

Варто ще звернути увагу на випадки, коли темпе-
ратура найменш нагрітих світлодіодів значно менша 
за стандартні робочі температури (0 – 85°C). І хоча ко-
роткочасні перебування при температурах нижче 0°C 
не є критичними, тривала робота за межами рекомен-
дованого температурного діапазону підвищує ризик 
додаткової деградації матеріалу (наприклад, можуть 
появлятися мікротріщини у кристалі та шарі фотолю-
мінофора, виникати проблеми з контактами тощо). З 
часом це може додатково зменшити очікуваний ре-

сурс пристрою, вплинути на стабільність світлового 
потоку та додатково збільшити ймовірність відмов.

Вплив градієнта температури на загальну 
світлову ефективність світлодіодних модулів
Наявність різниці у температурі окремих світлодіо-

дів модуля суттєво впливає і на його загальну ефек-
тивність. При підвищеній температурі ефективність 
світлового випромінювання світлодіодів знижуєть-
ся через збільшення частки безвипромінювальних 
рекомбінацій. Це означає, що більша частина спо-
житої енергії не перетворюється на світло, а розсію-
ється у вигляді тепла. У результаті зменшуються за-
гальний світловий потік модуля та ефективність ви-
користання енергії.

Відповідно до формули (4), для різних значень 
температурного коефіцієнта зниження світлового 
потоку β були отримані залежності відносного світ-
лового потоку Φrel світлодіодного модуля, середня 
температура світлодіодів якого має стандартне від-
хилення σ. На рис. 2 видно, що при σ = 20 К знижен-
ня світлового потоку може складати 0,01 від почат-
кового, тобто близько 1%. Зі збільшенням σ відбува-
ється помітне зменшення Φrel, що свідчить про не-
гативний вплив градієнта температури у світлодіод-
ному модулі. До того ж, чим більше температурний 

Рис. 1. Залежність співвідношення термінів служби най-
менш нагрітого світлодіода та найбільш нагрітого від 

різниці значень їхньої температури для T1 = var
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Рис. 2. Залежність відносного світлового потоку від стан-
дартного відхилення температури світлодіодів для різних 

значень температурного коефіцієнта β (у К–1)
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коефіцієнт β, тим стрімкіше знижується відносний 
світловий потік світлодіодів, що вказує на підвищен-
ня чутливості матеріалу до температурних коливань.

Висновки
Запропонований у роботі підхід до визначення 

впливу температурних умов роботи на експлуатаційні 
та електрооптичні параметри світлодіодних модулів 
з білих світлодіодів дозволив оцінити термін їхньої 
служби, світловий потік та світлову ефективність.

Залежність терміну служби світлодіодних моду-
лів від різниці між температурами найбільш нагрі-
того світлодіода і найменш нагрітого показує, що зі 
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збільшенням температури експлуатації найбільш на-
грітих світлодіодів (від 45°C до 85°C) термін служби 
модулів стає менш чутливим до цієї температурної 
різниці. Для розглянутих випадків кожне підвищення 
різниці температури на 10°C знижує термін служби 
світлодіодів приблизно у 3,12 раза. Однак навіть при 
меншій чутливості до різниці температур загальний 
термін служби світлодіодів при високих температу-
рах експлуатації значно скорочується.

Для забезпечення ефективної роботи світлодіод-
них модулів необхідно зменшувати стандартне відхи-
лення температури від середнього значення шляхом 
ефективного тепловідведення та покращення кон-
струкції системи охолодження. Використання світ-
лодіодів з нижчим значенням температурних коефі-
цієнтів також може знизити чутливість до темпера-
турних флуктуацій, підвищуючи загальний світловий 
потік та світлову ефективність світлодіодних освіт-
лювальних пристроїв на їх основі.
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THE INFLUENCE OF OPERATING TEMPERATURE CONDITIONS OF LED MODULES 
ON THEIR ELECTRO-OPTICAL AND OPERATIONAL PARAMETERS
Modern LEDs are characterised by high energy efficiency, which makes them one of the most promising light sources in many 
industries. The efficiency and durability of LED modules largely depend on the temperature conditions of operation. Elevated 
temperatures can adversely affect electro-optical parameters such as luminous flux and spectral characteristics, as well as 
accelerate degradation processes. This article investigates the effect of temperature conditions of LED modules on their 
electro-optical and operational parameters. The paper considers how temperature unevenness in the LED module affects their 
luminous flux and service life. It is determined that when assessing the efficiency and durability of LED modules, it is necessary 
to take into account the standard deviation of the LED temperature from the average. Given the presence of temperature 
gradient between LEDs in a LED module, the service life of the latter is estimated by the temperature of the most heated 
LED, as shown in this paper. The influence of the deviation of the LED temperature from the average on the overall luminous 
efficiency of LED modules based on them is demonstrated. In particular, with a standard temperature deviation of 20°C, 
the relative decrease in the module’s luminous flux can be about 1%. For the considered cases, an increase in temperature 
unevenness by 10°C reduces the lifetime of the LEDs more than three times. To ensure the efficient operation of LED modules, 
it is necessary to reduce the standard deviation of temperature from the mean value through effective heat dissipation and 
improved cooling system design. The use of LEDs with lower temperature coefficients can also reduce the sensitivity to 
temperature fluctuations, increasing the overall luminous flux and luminous efficiency of LED lighting devices based on them.
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ВПЛИВ ПОВЕРХНЕВОГО ЕФЕКТУ НА ОПІР ЕЛЕКТРОДІВ 
ЕЛЕКТРОХІРУРГІЧНИХ ІНСТРУМЕНТІВ

На сьогодні все ширше застосування знаходять 
нові методи високочастотної електрохірургії, які за-
вдяки своїм перевагам замінюють традиційні ме-
тоди, де застосовуються хірургічні нитки та скоб-
ки [1]. Інститут електрозварювання ім. Є. О. Патона 
НАН України спільно з фахівцями Міністерства охо-
рони здоров'я України розробили спосіб, технології 
та відповідне устаткування для застосування стру-
му високої частоти в хірургічній практиці [2 – 6]. 
Впровадження нових методів високочастотної елек-
трохірургії, які мають ряд суттєвих переваг над тра-
диційними, наштовхуються на труднощі, пов’язані з 
забезпеченням проходження високочастотного стру-
му через електроди електрохірургічних інструментів 
і біологічну тканину. 

Результати високочастотного нагрівання визна-
чаються в основному частотою струму, розмірами 
та формою електропровідного середовища, елек-
тричними, магнітними та тепловими властивостя-
ми матеріалу. 

На рис. 1 продемонстровано поширення синусої-
дального струму в однорідному провідному півпро-
сторі, коли вектор густини змінного струму Jz(0) па-
ралельний граничній поверхні.

Густина змінного струму у поперечному перері-
зі провідника розподіляється нерівномірно, зменшу-
ючись у напрямку від зовнішньої його поверхні до 
центра. Це явище має назву поверхневого ефекту [7]. 
При заданих властивостях матеріалу провідника (пи-
томої електричної провідності σ та абсолютної маг-
нітної проникності μ) поверхневий ефект проявляєть-
ся тим сильніше, чим більше розміри провідника та 
чим вище частота струму. Поверхневий ефект спо-
стерігається у провідниках будь-якої форми. 

Досліджено вплив поверхневого ефекту на середовища, які залучені у процес при проведенні електрохірургічних втру-
чань. Отримано залежності глибини поверхневих шарів електродів та біологічних тканин від частоти. Глибина по-
верхневого шару при частоті 440 кГц для біологічної тканини є достатньо великою — близько 1 м, для міді вона ста-
новить 0,1 мм. Для круглих та прямокутних електродів, виготовлених з міді та неіржавної сталі 410, розраховано 
опір в широкому частотному діапазоні (1 кГц – 1 МГц). Показано, що при збільшенні зовнішнього периметра елек-
трода, а значить і ефективної площі, зменшується його опір, що створює умови для підвищення ефективності елек-
трохірургічних інструментів.

Ключові слова: електропровідні середовища, глибина поверхневого шару, електрохірургічні втручання, біологічні тка-
нини, струм високої частоти, форма електродів.

Для випадку поширення струму, показаному на 
рис. 1, з системи рівнянь Максвелла витікає рівнян-
ня [8]

2

2 ω ,μσz
z

d jJ J
dy

=     (1)

де Jz — густина струму;
 j — уявна одиниця;
ω — кутова частота.

Це рівняння має таке рішення:

( ) ( ) ( )1 2exp exp ;zJ y J Ky J Ky+ -=     (2)

( ) ( )ωμσωμσ 1 1
2

;K j jj k= = + = +   (3)

2
.ωμσk =   (4)

Якщо для y = 0 густина струму Jz(0), а для y → ∞ 
вона дорівнює 0, тоді можемо записати

( ) ( ) ( ) ( )0 exp exp .z zJ y J Ky jKy- -=   (5)

DOI: 10.15222/TKEA2024.3-4.42

Рис. 1. Поширення синусоїдального струму в однорідно-
му провідному півпросторі 

x

y

zJz(0)

μ, σ
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Густина струму експоненційно зменшується зі 
збільшенням y. Відстань, на якій вона зменшується 
в е разів, тобто до 1/e від значення Jz(0) на гранич-
ній поверхні, відома як глибина поверхневого шару 
і дорівнює

21δ
μ

.
ω σk

= =   (6)

На рис. 2, отриманому за допомогою мікроскопа, 
продемонстровано наслідки дії поверхневого ефекту 
при контактному приварюванні відшарованої сітків-
ки до судинної оболонки ока, а саме — коагуляційні 
кільця в місцях проходження струму, утворені через 
нерівномірне нагрівання тканин [9].

Автори [10, 11] моделювали проходження змін-
ного струму при електрохірургічних втручаннях, але 
при цьому вони не враховували поверхневий ефект, 
що дещо знижує достовірність запропонованих моде-
лей. Втім це є дуже важливим при проєктуванні но-
вих електрохірургічних інструментів, оскільки пере-
грівання живих біологічних тканин може призводити 
до тяжких наслідків, зокрема до некрозу. 

Метою цієї роботи було розроблення методики 
розрахунку електричних параметрів електродів елек-
трохірургічних інструментів з урахуванням поверх-
невого ефекту. 

Розрахунок глибини поверхневого шару  
в електродах та біологічних тканинах

Нерівномірний розподіл густини струму по попе-
речному перерізу електродів викликає перекоагуля-
цію, тобто перегрівання тканини. Особливе значен-
ня це має в нейрохірургії та офтальмології, де після-
операційні наслідки цього, скоріш за все, будуть важ-
кими й незворотними (неврологічні проблеми, ушко-
дження зорового нерву тощо). 

У високочастотній електрохірургії традиційно за-
стосовують активні електроди прямокутної, круглої 
або іншої форми. В роботі [12] запропоновано зни-
зити вплив поверхневого ефекту, збільшивши пери-
метр контактної поверхні електрохірургічних елек-
тродів (рис. 3).

Розрахунки поверхневого шару при проєктуван-
ні електрохірургічних електродів дозволяють опти-
мізувати перекоагуляцію біологічних тканин, а також 
отримати точні значення ефективної площі електро-
дів, через яку проходить змінний струм.

В табл. 1 приведені питома електрична провід-
ність σ, відносна магнітна проникність μr та абсо-
лютна магнітна проникність μ електропровідних се-
редовищ, які залучені до процесу при електрохірур-
гічних втручаннях. Список цих середовищ сформо-
вано з урахуванням їх використання при проведенні 
електрохірургічних досліджень [13 – 15].

Абсолютна магнітна проникність матеріалу ви-
значається за формулою 

μ = μ0μr,   (7)

де μ0 — магнітна проникність вакууму, 
μ0 = 4π·10−7 Гн/м.

В табл. 2 для різних матеріалів наведено значен-
ня глибини поверхневих шарів, отримані з викори-
станням формул (4), (6), (7).

Рис. 2. Утворення коагуляційних кілець через дію  
поверхневого ефекту при контактному приварюванні  

від шарованої сітківки до судинної оболонки ока

Рис. 3. Електрохірургічні електроди зі збільшеним периме-
тром контактної поверхні: 

a, б — прямокутний та круглий електроди, виконані за до-
помогою профілювання; в — прямокутний електрод у ви-
гляді пакету окремих електродів, ізольованих один від од-

ного діелектриком
(1 — металева поверхня; 2 — діелектрик)

а)                            б)                                 в)

1        2
1        2

2

1 

Таблиця 1

Параметри матеріалів [13 – 15]

Матеріал σ,
См/м μr

μ,
Гн/м

Зовнішній шар шкіри 1,18

1 4π·10−7
Шкіра 1,18

Підшкірний жир 1,19

М’язова тканина 0,34

Біологічні тканини 0,47

Морська вода 4

Неіржавна сталь 410 1,74·106 700 8,7920·10-4

Мідь 5,70·107

1 4π·10−7
Срібло 6,20·107

Золото 4,50·107
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З наведених у табл. 2 даних видно, що для біоло-
гічної тканини глибина поверхневого шару при ча-
стоті 440 кГц, що є робочою для електрохірургічних 
апаратів, становить близько 1 м, а для міді — 0,1 мм. 
Очевидно, що струм високої частоти тече в дуже вузь-
кому шарі електрохірургічних електродів, які без-
посередньо контактують з біологічною тканиною. 
Всередині цих електродів струм не тече, а нагріван-
ня біологічної тканини відбувається завдяки стру-
му, який проходить через поверхневий шар електро-
дів і тканину. 

Розрахунок поверхневого опору  
та опору електродів з різною формою перерізу

Як було сказано вище, глибина поверхневого шару 
залежить від частоти змінного струму. Чим вище 
частота, тим менша ефективна площа поперечного 
перерізу електродів Sеф, через яку протікає струм. 
Точний розрахунок Sеф є складним, але його можна 
спро стити, якщо припустити, що струм тече рівно-
мірно по всій глибині δ поверхневого шару. Таким чи-
ном, ефективна площа поперечного перерізу електро-
да, яка створює поверхневий опір змінному струму, 
може бути визначена множенням δ на його зовнішній 
периметр. Від ефективної площі залежить значення 
поверхневого опору електрода RS_AD при протіканні 
через нього змінного струму:

RS_AD = 1/(σSеф).   (8)

Для електрода круглого поперечного перерізу ра-
діусом r ефективна площа дорівнює 

Sеф_к ≈ 2πrδ.   (9)

Для електрода з прямокутним поперечним перері-
зом розмірами h × v ефективна площа складає

Sеф_п ≈ hv – (h – 2δ) (v – 2δ) = 2δ(h + v) – 4δ2.  (10)

На рис. 4 наведено отримані з використанням фор-
мул (8) – (10) частотні залежності поверхневих опо-
рів таких електродів, вироблених з міді та неіржав-
ної сталі 410. 

Таблиця 2

Глибина поверхневого шару матеріалів за різної частоти

Частота,
Гц

Глибина поверхневого шару, м

біологічні 
тканини

морська 
вода шкіра мідь срібло золото неіржавна 

сталь 410

101 2,3227·102 7,9618·101 1,4659·102 2,1091·10–2 2,0223·10–2 2,3737·10–2 4,5626·10–3

102 7,3450·101 2,5177·101 4,6355·101 6,6696·10–3 6,3951·10–3 7,5064·10–3 1,4428·10–3

103 2,3227·101 7,9618 1,4658·101 2,1091·10–3 2,0223·10–3 2,3737·10–3 4,5626·10–4

104 7,3450 2,5177 4,6355 6,6696·10–4 6,3951·10–4 7,5064·10–4 1,4428·10–4

6,6·104 2,8590 9,8003·10–1 1,8044 2,5962·10–4 2,4893·10–4 2,9219·10–4 5,6162·10–5

105 2,3227 7,9618·10–1 1,4659 2,1091·10–4 2,0222·10–4 2,3737·10–4 4,5626·10–5

4,4·105 1,1073 3,7956·10–1 6,9883·10–1 1,0055·10–4 9,6409·10–5 1,1316·10–4 2,1752·10–5

106 7,3450·10–1 2,5177·10–1 4,6355·10–1 6,6696·10–5 6,3950·10–5 7,5064·10–5 1,4428·10–5

Рис. 4. Частотна залежність поверхневого опору круглих 
електродів діаметром 3 мм (а) та електродів прямокутно-
го перерізу розмірами 1×2 мм (б), вироблених з міді (1) 

та неіржавної сталі 410 (2)
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На високих частотах, коли струм протікає на по-
верхні провідника, опір провідника з периметром p і 
довжиною l можна наближено визначити як

R ≈ RS_AD·l / p,   (11)

тобто опір провідника обернено пропорційний пе-
риметру перерізу.

На рис. 5 наведено частотні залежності опору 
круглих електродів, вироблених з міді та неіржав-
ної сталі 410.

З рис. 5 видно, що при збільшенні частоти опір 
електродів зростає. Зменшити опір на високих час-
тотах можна збільшивши периметр, як це витікає з 
формули (11).

Висновки 
Таким чином, приведена методика розрахунків до-

зволяє з урахуванням поверхневого ефекту проводи-
ти аналіз опору електродів круглого та прямокутно-
го перерізу з різною електропровідністю в широко-
му частотному діапазоні (1 кГц – 1 МГц). Показано, 
що збільшення зовнішнього периметру електрода 
зменшує його опір. Тобто, змінюючи форму перерізу 
електродів так, щоб збільшився периметр і, відповід-
но, ефективна площа, через яку протікає високочас-
тотний струм, можна зменшити їхній опір, що підви-
щить рівномірність нагрівання біологічних тканин. 
Це дозволить створити умови для підвищення ефек-
тивності роботи електрохірургічних інструментів.
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Рис. 5. Частотна залежність опору круглих електродів 
діаметром 3 мм та довжиною 15 мм, вироблених з міді (1)
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INFLUENCE OF SURFACE EFFECT ON THE RESISTANCE OF ELECTRODES  
OF ELECTROSURGICAL INSTRUMENTS 

The paper presents a study of the influence of the surface effect on the environments involved in electrosurgical interventions. 
Taking into account the influence of the surface effect when designing new electrosurgical instruments allows reducing 
overheating and necrosis of living biological tissues, which is of practical interest and is a topical task. The authors plot 
frequency dependences of the depth of the surface layers of electrodes and biological tissues. For biological tissue, the depth 
of the surface layer is at a frequency of 440 kHz is considerable, about 1 m. For copper, at such a frequency, the depth of 
the surface layer is 0.1 mm. Using the example of round and rectangular electrodes made of copper and stainless steel 410, 
in a wide frequency range (1 kHz – 1 MHz), the resistance values of these electrodes are calculated. The work shows that 
increasing the outer perimeter of the electrode reduces its resistance. Thus, increasing the total length of the outer perimeter 
of the electrode, allows you to increase its effective area conducting highfrequency current, which creates conditions for 
increasing the efficiency of electrosurgical instruments.

Key words: electrically conductive media, depth of the surface layer, electrosurgical interventions, biological tissues, high 
frequency current, shape of electrodes.
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ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРІВ БІОЛОГІЧНОЇ ТКАНИНИ  
ДЛЯ ЗАДАЧ МОДЕЛЮВАННЯ В ЕЛЕКТРОХІРУРГІЇ

Створення інноваційного хірургічного обладнан-
ня завжди є актуальним завданням, а в умовах війни 
стає нагальною необхідністю. Динамічний розвиток 
сучасної медицини забезпечується використанням пе-
редових здобутків електроніки, механіки, мехатроні-
ки, робототехніки, матеріалознавства, хімії та інших 
галузей. Надзвичайно перспективним напрямком хі-
рургії вбачається вдосконалення електрохірургічної 
технології, яка успішно запроваджується для зварю-
вання та різання живих біологічних тканин і харак-
теризується високою швидкістю та доведеною ефек-
тивністю [1, 2].

Одним з найважливіших аспектів проєктування 
електрохірургічного обладнання є експерименталь-
ні дослідження та перевірка ефективності запропо-
нованих рішень на практиці. Втім, експерименти в 
цьому напрямку ускладнюються через необхідність 
мати в розпорядженні саме живі тканини, власти-
вості та реакції яких на електрохірургічну процеду-
ру суттєво відрізняються від властивостей та реакцій 
біологічних тканин, які вже не є живими. Очевидно, 
що наявність адекватної математичної моделі живої 
тканини може значно спростити проведення експери-
ментальних та налагоджувальних робіт з електротех-
нічною частиною електрохірургічного обладнання в 
лабораторії. Досягнення високої ефективності засто-
сування такого обладнання можливе за умов глибо-
кого знання характеристик біологічних тканин, тоді 
як невідповідність його режимів роботи цим харак-
теристикам може заподіяти шкоду здоров’ю пацієн-
тів. Оскільки процес електрозварювання тканини ба-
зується на використанні її електричного опору при 
пропусканні електричного струму, необхідно мати 

З використанням спеціально створеної експериментальної установки визначено параметри біологічної тканини 
як навантаження електрокоагулятора. Вимірювання фазового зсуву між зварювальним струмом та напругою на 
електродах електрокоагулятора дозволило встановити, що його величина за різних рівнів потужності та тривало
сті впливу для експериментальної установки з робочою частотою електрохірургічної апаратури не перевищує 1°. 
Запропоновано вважати характер імпедансу живих біологічних тканин чисто активним, оскільки в усьому дослі
джуваному діапазоні він визначається переважно своєю активною складовою, тоді як реактивна складова є несут
тєвою. Такий підхід дозволяє використовувати для розрахунків рівняння нижчих порядків, що значно спрощує мате
матичні моделі.

Ключові слова: електрохірургія, зварювання, біологічна тканина, фазовий зсув, імпеданс.

чітке уявлення, зокрема, про характер цього опору 
та його залежність від частоти струму. 

У [3, 4] описуються експериментально отримані 
залежності імпедансу живої незміненої біологічної 
тканини від частоти електричного струму, що проті-
кає крізь неї, та наводяться значення фазового зсуву 
між напругою та струмом. Так, для м’язової тканини 
кролика на частоті 1 кГц фазовий зсув становить –55⁰, 
а при збільшенні частоти до декількох МГц він вста-
новлюється на рівні –65⁰. Ці дані свідчать про наяв-
ність в імпедансі живої незміненої тканини суттєвої 
ємнісної складової. Проте важливою особливістю ро-
боти електрохірургічних апаратів є те, що в процесі 
зварювання структура та фізичні властивості біоло-
гічних тканин змінюються, і при цьому на сьогодні в 
нау  кових публікаціях відсутня інформація щодо харак-
теру змін імпедансу тканин під час електрокоагуляції. 

Метою цієї роботи є експериментальне визначен-
ня імпедансних властивостей живих біологічних тка-
нин та оцінка їх залежності від потужності та три-
валості електрохірургічної процедури на робочих 
ча стотах обладнання.

Експериментальна вимірювальна установка
Для визначення імпедансних властивостей біо-

логічних тканин в процесі зварювання електричним 
струмом була створена експериментальна установка 
(рис. 1), яка дозволяє вимірювати фазовий зсув між 
напругою, що підводиться до зварюваних тканин, та 
струмом, що проходить крізь них, на робочій частоті 
електрокоагулятора. 

Установка складається з електрохірургічного апа-
рата, вимірювального шунта, осцилографа (в екс-
перименті використовувався двоканальний осцило-
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граф Tektronix TDS2012C), пасивного зварювально-
го електрода (мідна пластина 100×100 мм), актив-
ного зварювального електрода (мідний стрижень з 
перерізом 5×6 мм) з фіксованою силою притискан-
ня. Досліджуваний зразок біологічної тканини роз-
міщується між пасивним та активним електродами.

На рис. 2 показано спрощену структурну схему 
електрохірургічного апарата. Вхідний модуль ви-
прямляє та фільтрує напругу мережі. Транзисторний 
регулятор забезпечує стабілізований рівень напру-
ги для високочастотного інвертора, який далі фор-
мує необхідні параметри напруги для зварюваль-
них електродів. Після давача струму (ДС) вимірю-
вачі струму та напруги нормалізують відповідні  
вимірювані значення. 

4 – 9 нГн. Індуктивність секції шунта з N таких ре-
зисторів розраховується як LR∑

 = LR/N, і за N = 17 ста-
новить 0,24 – 0,53 нГн.

Загальна довжина з’єднувальних провідників зо-
вні корпусу електрокоагулятора не перевищує 15 см, 
всередині корпусу — 15 – 20 см. Діаметр провідни-
ків 0,5 мм. Звідси загальна індуктивність провідни-
ків LW  становить близько 342 – 503 нГн відповідно 
до формули, наведеної у [6, 8, 9]:

( )2 μ2 ln 1
4 2W

l dL l D D
d l

æ öé ù ÷ç ê ú= + - + + ÷ç ÷ç ÷ê úè øë û
,   (1)

Рис. 1. Схема експериментальної вимірювальної  
установки
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Рис. 2. Спрощена структура електрохірургічного апарата
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Калібрування експериментальної установки
Для зниження впливу паразитних індуктивно стей 

елементів та провідників установки проводився їх 
розрахунок і подальше калібрування стенда. 

Вимірювальний шунт опором 2,5 Ом склада-
ється з 17 паралельно з’єднаних металоплівкових 
резисторів типу MF02SFF опором 43 Ом кожен 
(рис.  3, а). Паразитна індуктивність шунта LRP за 
такого виконання складає приблизно 2 нГн [5 – 7]. 
Індуктивність виводів компонентів LP знаходиться в 
межах 2 – 7  нГн. Тож загальна індуктивність одного 
резистора розраховується як LR = LRP + LP і становить 

Рис. 3. Схеми заміщення вимірювального шунта (а) та еквівалентного опору (б)
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де ( )( )21 / 2D d l= + ;
d, l — діаметр та загальна довжина виводів;

µ — магнітна проникність (приймається µ = 1,0).

В ході калібрування стенда фазовий зсув між на-
пругою U, що підводиться до зварюваних тканин, та 
струмом I, що проходить крізь них, вимірювався з ви-
користанням як навантаження еквівалентного опору 
замість досліджуваного зразка.

Еквівалентний опір навантаження виконано як 
три послідовно з’єднані секції, що складаються з 17 
паралельно ввімкнених металоплівкових резисторів 
типу MF02SFF опором 430 Ом (рис. 3, б). З урахуван-
ням вище наведених даних паразитна індуктивність 
еквівалентного опору становить 0,72 – 1,59 нГн, а су-
марна паразитна індуктивність стенда L, відповідно, 
знаходиться в межах 342,93 – 504,77 нГн.

Для калібрування стенда розраховувалися реак-
тивний опір електричного кола: Х = 2πfL та фазо-
вий зсув між струмом та напругою: φ = arctg(X/R) 
(R — сумарний активний опір кола, f — робоча час-
тота електрокоагулятора). Результати розрахунків на-
ведені у табл. 1.

Як видно з табл. 2, виміряні для зазначених частот 
при калібруванні значення фазового зсуву, що зумов-
лені паразитними індуктивностями елементів експе-
риментальної установки, знаходяться в межах розра-
хованих значень (див. табл. 1).

Експериментальне дослідження біологічних 
тканин

Дослідження проводилося з метою визначення фа-
зового зсуву при різних рівнях потужності та трива-
лості електрохірургічного впливу — часу експозиції t.

Оскільки, згідно з [10, 11], впродовж часу, що три-
ває наш експеримент, біологічна тканина в достат-
ній мірі зберігає властивості живої тканини, було 
прийнято рішення використати для дослідження 
м’язову тканину свіжозабійної свині зі зрізами тов-
щиною 5 – 7 мм.

Таблиця 1

Параметри для калібрування стенда

f, МГц R, Ом X, Ом φ, °

0,44 75 0,95 – 1,39 0,72 – 1,07

1,76 75 3,78 – 5,58 2,89 – 4,26

3,5 75 7,52 – 11,10 5,72 – 8,42

Вимірювання фазових зсувів, зумовлених 
паразитними індуктивностями елементів 

експериментальної установки
Вимірювання проведено за потужності 50 ум. од. 

(при оптимальному навантаженні 1 ум. од. ≈ 1 Вт) та 
еквівалентного опору 75 Ом для частот 0,44 МГц, 
1,76 МГц та 3,5 МГц. Методом курсорних вимірю-
вань за допомогою осцилографа визначено зсув фаз 
між напругою та струмом. Відповідні осцилограми 
для частоти 0,44 МГц показано на рис. 4.

У табл. 2 наведено результати вимірювання ім-
педансних властивостей при навантаженні еквіва-
лентним опором.

Таблиця 2

Результати, отримані при калібруванні стенда

f, МГц Rl, Ом U, В I, A φ, °

0,44 75 125 1,6 1,27

1,76 75 130 1,76 3,05

3,5 75 135 2,2 7,71

Рис. 4. Осцилограми напруги на шунті (1) та на екві ва-
лентному навантаженні (2) на частоті 0,44 МГц у часо-
вому масштабі 500 нс/клітинка (а) та 50 нс/клітинка (б)

а)

б)
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На рис. 5 зображено осцилограми напруги на 
шунті (еквівалент зварювального струму) та на біо-
логічній тканині для частоти 0,44 МГц, рівня потуж-
ності 50 ум. од., часу експозиції 2 с у різних часових 
масштабах.

Результати досліджень наведено в табл. 3, 4 (P  — 
вихідна потужність електрохірургічного апарата, 
I — середній струм, R — середній опір, φ — фазо-

Рис. 5. Осцилограми напруги на шунті (1) та на досліджу-
ваному зразку біологічної тканини (2) на частоті 0,44 МГц у 
часовому масштабі 500 нс/клітинка (а) та 50 нс/клітинка (б)

а)

б)

Таблиця 3

Результати експерименту для часу експозиції t = 0,12 с та потужності 10 ум. од.

I 0,80 0,72 0,80 0,88 0,72 0,72 0,80 0,80 0,88 0,92
U 22,0 22,0 21,6 21,4 21,8 21,0 22,2 22,8 22,0 23,2
R 27,5 30,5 27,0 24,3 30,3 29,2 27,8 28,5 25,0 25,2
φ 0,96 0,64 0,96 0,96 0,96 0,64 0,96 0,96 0,96 0,96

Таблиця 4 
Результати експерименту на різних частотах

t, с P, 
ум.од.

U, 
В I, A R, 

Ом φ, °

0,44 МГц
0,12

10

22 0,80 27,50

<1

0,22 20 0,76 26,30
0,60 21 0,80 26,25
1,10 20 0,80 25,00
2,40 18 0,80 22,50
6,0 21 0,78 26,92
20,0 19 0,72 26,38
35,0 18 0,76 23,68
0,12

50

44 1,60 27,50
0,22 38 1,60 23,75
0,60 35 1,60 21,88
1,10 30 1,60 18,75
2,40 24 1,60 15,00
6,0 23 1,45 15,87
20,0 32 0,40 80,00
0,12

280

70 3,60 19,44
0,22 60 3,60 16,67
0,60 50 3,60 13,89
1,10 50 3,65 13,69
2,40 50 3,70 13,51

1,76 МГц
2

25

21 0,60 35,00

2,544 21 0,64 32,81
10 19 0,64 29,69
30 17 0,68 25,00
2 50 33 1,00 33,00 3,16
10 28 1,08 25,93 2,54
2

75
38 1,20 31,67 3,81

4 30 1,20 25,00 3,16
10 40 1,20 33,33 3,81

3,5МГц
2

25

30 1,00 30,00 1,26
4 25 1,00 25,00 <1
10 16 1,00 16,00 1,26
20 20 0,88 22,73 2,53
2

50
42 1,68 28,57 5,05

4 56 1,60 35,00 6,32
10 40 1,60 25,00 3,79
2 75 40 1,60 20,00 3,16
4 50 1,60 25,00 1,89
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вий зсув між напругою і струмом). Всі представле-
ні дані розраховувалися як математичне очікування 
з 10 вимірювань за формулою

 .i i
i

М X Р=å

Як видно з табл. 4, на частоті 0,44 МГц для по-
тужності в межах 10 – 280 ум. од. та тривалості впли-
ву 0,12 – 35 с фазовий зсув менший за 1°.

Висновки
Значення фазового зсуву між напругою, що під-

водиться до зварюваних біологічних тканин, та стру-
мом, що проходить крізь них, отримані при дослі-
дженні імпедансу біологічної тканини на частотах 
0,44 МГц, 1,76 МГц, 3,5 МГ, з точністю до 1% збі-
гаються з розрахунковими даними та результатами 
експериментального визначення фазового зсуву у 
випадку використання еквівалентного навантажен-
ня. Це дозволяє стверджувати, що при розв’язанні 
задач математичного моделювання біологічних тка-
нин як навантаження електрохірургічного апарата їх-
ній імпеданс можна вважати чисто активним. Такий 
підхід дозволить використовувати для розрахунків 
рівняння нижчих порядків, що значно спрощує ма-
тематичні моделі.
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